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Resume. — II s'agit du quatrieme article consacre a risomorphisme entre les tours de Lubin-Tate 
et de Drinfeld. Nous y demontrons le resultat final concernant risomorphisme c'est a dire I'existence 
d'un isomorphisme equivariant entre un certain eclate du schema formel associe a I'espace de Lubin- 
Tate en niveau infini construit dans [9] et un eclate d'un autre schema formel construit a partir de 
I'espace de Drinfeld. Nous suivons pour ccla la strategic fournie par Faltings dans [7] . 



Abstract. — This is the fourth article about the isomorphism between Lubin-Tate and Drinfeld 
towers. We prove the final result concerning the isomorphism that is to say the existence of an 
equivariant isomorphism between some blow-up of the formal scheme associated to Lubin-Tate 
space with infinite level constructed in [9] and a blow-up of another formal scheme associated to 
Drinfeld tower. We follow the strategy provided by Faltings in [7]. 



Introduction 

Dans Particle [9] on a construit un schema formel 7r-adique lie a I'espace de Lubin-Tate "en 
niveau infini" . Dans la premiere section de cet article on construit un schema formel 7r-adique 
analogue du cote de I'espace de Drinfeld. Sa construction est beaucoup plus simple que celle de 
[9]. II s'agit du normalise du schema formel de Deligne-Drinfeld VL dans les revetements de sa fibre 
generique rigide donnes par les structures de niveau sur le Cu-module formel special univcrsel sur 
Q. (en fait, etant donne que nous adoptons le point de vue des espace de Rapoport-Zink ([14]) il 
s'agit d'une union disjointe indexee par Z de tels espaces). 

Le but est maintenant de construire un isomorphisme equivariant entre des eclatements formels 
admissibles de ces deux schcmas formels. Pour cela on construit des morphismes dans les deux 
directions (Lubin-Tate vers Drinfeld et reciproquement) puis on vcrifie qu'ils sont inverses Pun de 
Pautre. 

Avant d'expliquer le principc de la construction introduisons un point clef : les deux types de 
periodes vivant sur ces espaces. 
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Periodes de Hodge De-Rham. — II s'agit des morphismes de periodes etudies dans le cas 
de I'espace de Lubin-Tate dans [12] (cf. egalement [9]) et definis en toutes generalites dans [14]. 
II s'agit de I'analogue du plongcnicnt X ^ X ou X est un espace symetrique hermitien de dual 
compact X. 

Le principe est le suivant : si R est unc VF(Fp)-algebre p-adique et H est un groupe p-divisible 
sur Spf(i?) il y a une filtration de De-Rham sur I'homologie de De-Rham de H 

— y V{H) — > UcE{H) — >UcH — >Q 

oil E{H) est I'extension vectorielle universelle de H et V{H) sa partie vectorielle. Supposons nous 
donnc un groupe p-divisible Ho sur Fp et une quasi-isogenie 

p : Ho (g)p^ R/pR — > H (g)R R/pR 

Celle ci fournit grace a la nature cristalline de I'extension vectorielle universelle ([13]) couplee aux 
puissances divisees sur I'ideal pR une rigidification de I'homologie de De-Rham 

: BiHo) ) R[-] ^ Lie E{H)[-] 

^ p p 

oil B(— ) designe le module de Dieudonne covariant. Et done la suite precedente donne apres 
inversion de p un morphisme de Spec(i?[i]) vers une Grassmanicnne associce a I'espace ©(iJo)[^]- 

Periodes de Hodge- Tate. — Reprenons les notations precedentes. II y a un morphisme 

an : Hom(Qj,/Zp, H) — > lohd 

ou H^ designe le dual de Cartier de iJ. A x : Qp/^p — > H on associc (x^)*^ ou '■ — > 
/Ltpoo et (x^)* : R-^ = w^poo — " WffD. Notons Tp{H) = Hom(Qp/Zp, 7J) qui si R est sans p- 
torsion integralement ferme dans i?[^] s'identifie a IIom(Qp/Zp, 7? (Si? R[^]) et ne depend done 
que du groupe etale fibre generique H (E)_r R[j;]- Supposons de plus que A*p°°(Qp) C i? II y a alors 
un accouplement parfait 

TpiH) X Tp(i/^) Zp(l) 

et Ton a done une suite 

Sous certaines hypotheses (et c'est la une des difhcultes majeures de cet article) on pent rendre 
cette suite exacte apres inversion de p. Si maintenant on se donne une rigidification du module de 
Tate Zp Tp{H) on obtient une suite exacte de Hodge- Tate 

— >ujh[-]{1) ' — >^Ho[-] — >o 

p P P 

qui fournit done im morphisme de spec{R[-]) vers une Grassmanicnne associee a I'espace vectoriel 

Plan de la demonstration. — Le principe general est le meme dans les deux sens. On note 
le schema formel associe a I'espace de Lubin-Tate construit dans [9] . 
- On construit un morphisme de periodes de Hodge- Tate d'un espace en niveau infini vers 
I'espace des periodes de Hodge-De-Rham de I'autre espace, le principe etant que via I'i- 
somorphisme entre les deux tours les periodes de Hodge-De-Rham et de Hodge- Tate sont 
permutees. 

L 'espace des periodes de Hodge-De-Rham associe a I'espace de Drinfeld H. est I'espace de 
Drinfeld lui-meme : I'application des periodes de Hodge-De-Rham est un isomorphisme sur 
son image pour cet espace (et possede done un modele entier (i.e. sans inverser p) donne par 
I'identite). 

Ainsi dans la section 2 on construit un morphisme de periodes de Hodge- Tate (note (A) 
dans la figure 1) dc I'espace de Lubin-Tate "en niveau infini" eclate Xoo vers I'espace de 



L'ISOMORPHISME ENTRE LES TOURS DE LUBIN-TATE ET DE DRINFELD 



3 



Drinfeld 57. Pour dcfinir ce morphisme nous avons besoin d'eclater (et normaliser) Ic schema 
formel Xoo construit dans [9] pour deux raisons : 

- La premiere est que Ton doit platifier par eclatements I'image d'une certaine application 
de Hodge- Tate afin de definir une version entiere de celle-ci (la suite de Hodge- Tate 
precedente ne pent etre exacte qu'apres inversion de p) 

- La seconde vient du fait qu'une fois qu'on a platifie la suite de Hodge- Tate on a un mor- 
phisme d'un certain eclate de Xoo vers un espace projectif, mais il est lui-meme obtenu 
par eclatement de I'espace projectif. II faut done tirer cn arricre de tels eclatements 
vers Xoo afin de relever Ic morphisme dcfini vers I'espace projectif a n. Cela est rendu 
necessaire par le fait que la decomposition cellulaire de Xoo construite dans [9] et indcxee 
par un immeuble dc Bruhat-Tits ne correspond pas a la decomposition cellulaire usuelle 
de associce a I'immeuble du groupe lincairc. En cffet. on a vu dans [8] que I'image du 
domaine fondamental de Gross-Hopkins (qui vit dans I'espace dc Lubin-Tatc) dans Q 
est un domaine polycdral qui n'apparait pas dans la structure simplicialc de I'immeuble, 
et done n'apparait pas dans la fibre speciale de fl. 

L'espace des periodes de Hodge-De-Rliam associe a I'espace de Lubin-Tate est le schema 
formel P"^^. Dc la mcmc facon que preccdemmcnt on dcfinit dans la section 4 un morphisme 
de periodes de Hodge- Tate (note (B)) d'un eclate 3^oo du schema formel associe a I'espace de 
Drinfeld en niveau infini note 3^oo vers I'espace des periodes de Hodge-De-Rham de I'espace 
Lubin-Tate P""^. L'eclatement serf a platifier la suite de Hodge- Tate. 

- Apres avoir construit ces deux morphismes de periodes de Hodge- Tate on les releve aux 
espaces de modules sans structure de niveau. 

- Dans le cas de I'espace de Drinfeld c'est immediat puisque I'application des periodes 
est I'identite (ou plutot la projection JJ^ fl — > fl puisque Ton considere les espaces 
de Rapoport-Zink). On pent done relever le morphisme note precedemment {A) en un 
morphisme Xoo — > Uz^- 

- Dans le cas de I'espace de Lubin-Tate cela s'avere plus complexe. Commengons par 
rappeler que le schema formel Xoo a ete construit comme recollement de cellules (des 
schemas formels 7r-adiques afSnes) "en niveau infini" Ba.oo oii I'indice a varie dans les 
sommets d'un immeuble de Bruhat-Tits. La cellule Da,oo est au dcssus d'une cellule sans 
niveau Da- On utilise le fait ([12], [9]) que I'application des periodes rigide B"^ — ^ 
^pi-iyig gg-j- isomorphisme sur son image, un ouvert admissible dans (P"^i)''*9. 

Quitte a former un eclatement formel admissible P"-i — > pn-i pent faire apparaitre 

cet ouvert dans la fibre speciale de P"^i. Alors I'application des periodes de Hodge-De- 
Rham devient entiere sur Da et induit un isomorphisme entre Dq et cet ouvert. Tirant en 

arriere l'eclatement P"^i — > pn-i g^-,. obtient un eclatement J^oo — ^ 3^oo tel que 

sur cet eclate le morphisme de periodes de Hodge- Tate (B) s'etende en un morphisme 

note (C) vers P"~i. Grace au fait que le morphisme des periodes est un isomorphisme 

entre D^ et un ouvert de P"-i on a une section sur cet ouvert qui permet de relever le 
morphisme (C) (c'est un pen plus complique que cela car la section n'existe que sur un 

ouvert...) de y^o vers la cellule sans niveau Da- Tout cela est fait dans la section 5. 

- II reste maintcnant a relever nos deux morphismes dont le but est un des schemas formels 
sans niveau vers le schema formel en niveau infini. Pour cela il faut construire des elements 
dans le module de Tate de I'image rcciproquc par notre morphisme du groupe p-divisibles 
univcrsel sur I'espace au but du morphisme. On utilise pour cela la theorie de Messing. Celle- 
ci permet de transferer des elements du module de Tate d'un groupe p-divisible vers un autre 
en les transfcrant modulo p puis en utilisant le critcre de rclevcmcnt dc Messing (le fait qu'un 
morphisme induit au niveau des cristaux est compatible aux filtrations de Hodge). Cela est 
fait dans la section 3 pour le morphisme de Lubin-Tate vers Drinfeld et dans la section 6 
dans I'autre sens. 
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- Enfin dans la section 7 on eclate de nouveaux ideaux (ct normalise) afin de construire les 
deux schemas formels finaux eclates isomorphes. Pour cela on developpe dans I'appendice 
une theorie des eclatements formels admissibles et normalisation dans la fibre generique pour 
des schemas formels 7r-adiques ne satisfaisant aucune condition de finitude. Les resultats de 
I'appendice permettent egalement de voir que les eclatements/normalisation effectues durant 
la demonstration peuvent se faire directement en niveau infini. 




Figure 1 . Lc schema do la demonstration 



Prerequis : La lecture des articles [9] et [10] est indispensable puisque cet article leur fait 
suite. Par contre nous n'utiliserons quasiment pas Varticle [8] (nous Vutilisons dans la section 
2.2, cependant la section 2.2 de [10] serait suffisante mais donnerait lieu a des eclatements 
supplementaires) . Nous utilisons la theorie de [6] des "strict O-actions" afin de "simplifier" les 
notations. Le lecteur ne connaissant pas [6] pourra supposer F = Qp. Outre la connaissance des 
diverses references dejd citees dans les prerequis de [9] et [10] le lecteur doit etre familier avec 
la theorie de Raynaud des eclatements formels admissibles telle qu 'exposee dans [3] . Bien qu 'elle 
n'aparaisse pas dans les demonstrations, la theorie de Fontaine est au coeur de cet isomorphisme 
et a toujours etc presente a Vesprit de I'auteur (cf. [10] j. 

Enfin, il apparaitra comme clair au lecteur que I 'auteur de cet article s 'est largement inspire 
des travaux de Faltings [7]. 
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Notations 

On fixe F une extension de degrc fini de Qp. On note O son anneau des entiers et ¥q son corps 
rcsiduel. Enfin on fixe une cloture algcbrique de et I'on note O = Woi^q)- 

Fixons CT un groupe de Lubin-Tate de hauteur 1 relativement a I'extension i^|Qp sur O. On 
note alors F/Of{1) = CT[Tr°°]{Op-) et Of{1) = Tp{CT) son module de Tate. Enfin on fixe un 
generateur PcT du O-module de rang 1 ujct des formes difFerentielles invariantes sur CT. 

Soit H un O-module 7r-divisible formel de dimension 1 et liauteur n sur Fg. Soit D une algebre a 
division d'invariant 1/n sur F. On identifie alors Od a End(H). On fixe un Oj^-module 7r-divisible 
formel special G de hauteur sur ¥q muni d'une isogenic Cu-cquivariantc 

A ; H" — >G 

(on renvoie a [10]). On note D(H), resp. les modules de Dieudonne eovariants de H, resp. 

G, relativement a I'extension F\Qp (on renvoit a Tappcndicc B de [9]). Ce sont des 0-modules 
de rang n, resp. n^, munis d'un endomorphisme cr^^-lineaire V, le Verschiebung, oil a designe le 
Frobenius de Wo(¥q). 

Soit n une uniformisante de Od- Soit F„ une extension non-ramifiee de degre n de F dans D. 
La bijection Od End(IHI) induit un morphisme Of„ — > Fg par action de Of„ sur I'algcbre de 
Lie de H. Cela permet d'identifier le corps residuel de Fn a ¥qn et fournit un plongement F„ > F. 

Fixons un isomorphisme 

F ^ D(M)^^=n 

oil D(IHI)q^o designe le facteur direct de B(]HI)q oii Of„ C Od = End(ElI) agit via le plongement 

Fn^F.' 

Via A cela induit un isomorphisme 

F"^D(G)^,in 

Cela nous permet d'identifier 

Endo^(G)Q = Endo^(D(G)Q,y) = End(ro(G)^,^n) = M„(F) 
Pour un groupe AI on note M le faisccau constant associe. 



1. La bestiole du cote Drinfeld 

Dans Particle [9] on a construit un schema formel p-adique Xoo sur Spf((5) muni d'une action 
de GL„(F) X . Nous eonstruisons maintenant son equivalent du cote Drinfeld. 

Rappelons qu'un schema formel localement de type fini plat sur Spf((9) est un schema formel 
localement de la forme Spf(A) ou A est une O-algebre 7r-adiquement complete topologiquement 
de type fini sans 7r-torsion c'est a dire un quotient sans 7r-torsion d'une algebre du type O < 
Ti, . . . , T„ >, les series formels 7r-adiquement convergentes. Rappelons egalement que pour ce type 
de schemas formels on a une bonne notion de schema formel normal ainsi que de normalise (on 
renvoie a I'appendice A de [9]). 

Rappelons egalement qu'on appelle schema formel 7r-adique (sous entendu sur Spf(O)) 
un schema formel 3 pour lequel ttO^ est un ideal de definition. La categorie des schemas 
formels 7r-adiques est done equivalente a la 2-limite projective de la categorie des schemas sur 
(Spec(0/7r*'(!)))fe>i, c'est a dire les families {Zk)k>i munies de donnees de 'reduction ou Zk 
est un schema sur Spec{0 / it'' O) et la donnce de reduction est un ensemble d'isomorphismes 
Zk+i <E) O/tt^O Zk satisfaisant des conditions de eocyles evidentes. 

Enfin tous les schemas formels considcrcs scront quasi-separes. 

Lemme 1.1. — Soit K un sous-groupe compact ouvert de O^. Le foncteur defini sur la categorie 
des schemas formels localement de type fini sur Spf{0) plats et normaux qui a 3 associe I'ensemble 
des classes d'isomorphismes de triplets (G, p, ?/) oH 
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- G est un Od -module formel special sur 3 

- p : G (3 mod tt) — > G X3 (3 mod tt) est une quasi-isogenie OD-equivariante 

- rj : Od Tp{G'^^^) [K] est une structure de niveau K sur 

est representable. 

Demonstration. Si K = Ic fonctcur classifie les couples (G, p) modulo isomorphismc. On 
salt alors qu'il est representable (non-canoniquement) par le schema formel 

ou il est le schema formel de Deligne-Drinfeld sur Spf((5) et la composantc indexee par I'entier 
h dans I'union disjointe sur Z classifie les couples (G, p) avec ht p = nh (par hauteur on entend 
hauteur au sens des O- modules 7r-divisibles). 

Pour K general I'cspace classifiant des structures de niveau K sur I'espace rigide fibre generique 
de I'espace precedent est un cspace rigide 

etale fini au dessus de 

z 

D'apres I'appendice A. 3 de [9] le foncteur de I'enonce est done representable par le normalise de 
JJ^ f2 dans {Ik- □ 

Remarque 1.2. — Avec les notations de la demonstration precedente rappelons que si 

Hk ■■ — > f^"^ 

est le morphisme d'oubli de la structure de niveau, 

sp : — > h 

le morphisme de topos anneles de "specialisation" et Cq^ C Ouk le sous-faisceau des fonctions 
rigides 

O^. = {/ e On,, I ll/lloo < 1} 
alors sp^IIk*0'^^ est une O^j-algebre coherente et si 

f)K-Spf(sp,n;^,o°^) 

alors {Ik est un schema formel localement de type fini sur Spf((5) et JJ^ represente le schema 
formel du lemme precedent. 

Definition 1.3. — On note yK le schema formel precedent. On obtient ainsi une tour de schema 
formels 7r-adiques dont les morphismcs de transition sont finis et qui est munie d'unc action de 
GL„(F) X O^ via 

V(5, d) e GL„(F) X 01 (.g, d) : yK ydKd-^ 
oil GLn{F) agit a gauche et O^ a droite. Cette action est definie en posant 

{g,d).{G,p,T]) = {G,pog-^,r]od''^) 

oil 

d-^ -.Od — ^ Od 
d' I — > d'd-^ 
et on utilise I'identification de GL„(F) a Endc)j3(G)Q. 

Lemme 1.4. — L'action de GLn{F) x O^ s'etend en une action de GLn{F) x . 

Demonstration. Pour (G, p, 1]) £ yK et {g, d) G GL„(F) xD^ posons {g, d).{G, p, 77) — (G', p' , if) 

ou 
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si deOD,de WOd, alors 

G' ^ G/G[n"] 
et si ip est I'isogenie (p : G G/G[n"] alors 

p' = tp o p o 
et J]' fait commuter le diagrammc suivant 

Od ^Tp(G"f) [K] 



Od ^Tp(G'"^) [dKd-^] 

- pour d general on pose 

(5,d).(G,p,77) = (A,^'rf)-(G,p,77) 

avec 6 >> 0. 

On verifie que cela definit bien une action pour laquelle Va; e {x,x) G GL„(F) x agit 
trivialement. □ 

Remarque 1.5. — Le fait que Paction de s'etende en une action de au normalise resulte 
cn fait de ce que le sous-groupe compact maximal est distingue dans . Ccla est faux en 
general pour un espace de Rapoport-Zink quclconque. 

Definition 1.6. — On note le schema formel 7r-adique GL„(i^) x Z?^-equivariant sur Spf((5) 
limitc projective dans la categoric des schemas formels 7r-adiques des {yK)xco^ ■ 

Remarque 1.7. — Dans [9] on a construit le schema formel Xoo du cote Lubin-Tate par recoUe- 
ment de cellules (des schema formels) indexees par les sommets d'un immeuble de Bruhat-Tits. 
Le schema formel J^oo admet une telle decomposition cellulaire puisque c'est le cas dc f2. Ccpcn- 
dant pour les cellules sont indexees par les simplexcs de I'immeuble. La raison en est que via 
I'isomorphismc entre les deux tours le domainc fondamcntal dc Gross-Hopkins dans I'cspace de 
Lubin-Tate n'est pas envoye sur un simplexe de I'immeuble du cote Drinfcld mais sur un sous- 
ensemble plus petit (il s'agit d'un domaine fondamental pour toutes les correspondances de Hecke 
spheriques alors qu'un simplexe maximal est un domaine fondamental pour les correspondances 
de degre un multiple de n, cf. [8]). Les deux decompositions cellulaires de Xoo et yoo ne se corre- 
spondent done pas directement. C'est une des raisons pour lesquelles on devra eclater le schema 
formel 3^00 pour faire apparaitre cet ensemble plus petit que le simplexe qui n'apparait pas dans 
la fibre de speciale de fi. 



2. Construction du morphisme Xoo > ^ 

Le but de ce chapitre est de construire un morphisme equivariant d'un certain eclate de Xoo 
vers le schema formel de Deligne-Drinfcld 17. 

2.1. Definition de I'application de Hodge- Tate sur une cellule de Xoo- — On rcprcnd 
les notations dc [9]. Soit a = [A, Af] un sommct dc I'immeuble I dc [GLn/F x D^)/Grm. Soit 

©a.oo = hm I 

KCGL{A) 



le schema formel affine 7r-adiquc sur Spf(C') construit dans [9] (la cellule associee au sommet a). 
Afin d'allcgcr les notations nous notcrons momcntancmcnt 



Vfc > 1 

et '. 



I^a,/d+7r''End(A) 
= hm Dfe 
fe 
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Fait admis : On admettra que Vfc > 1 Op/n'^OFil) est trivial sur Dfe , c 'est a dire Ojs^. contient 
les points de -torsion d'un groupe de Luhin-Tate de hauteur 1 (si F = Qp — > Spf{T,p[C,pk]) ). 
L'auteur prevoit d'en donner la dmonstration dans [11], comme corollaire de la construction d'une 
application determinant 

Soit H le O-module 7r-divisible universel sur D. On note i/^ son dual strict au sens de Faltings 
([6]). D'apres la remarque 8.2 de [9] pour tout entier fc > 1 le groupe H est muni d'une structure 
de niveau de Drinfeld de niveau k sur 

?7 : Ti-^K/K — > H['K^]{nk) 

Rappelons qu'etant donnee que Dfc est normal I'application fibre generiquc induit une bijection 
entre ensembles finis 

Si 3 est une composante connexe de alors rj induit une bijection 

7?:7r-''-A/A^i/[7r''-](3) 
puisque le schema formel 3 etant normal ct Hln^] un groupe plat fini on a 

et que par definition d'une structure de niveau sur la fibre fibre generiquc un tel rj doit induire 
un isomorphisme en fibre generiquc sur chaque composante connexe. De plus pour une telle com- 
posante connexe I'accouplement de dualite 

est parfait puisque c'cst le cas cn fibre generiquc. L 'isomorphisme r/ induit done pour chaque 
composante connexe 3 de Ok un isomorphisme 

ri" : A77r*'A*(l) ^ H[tt''Y {-5) 

Rappelons que I'inclusion H\ti^] ^ H induit un isomorphisme 

I k ~ 

Pour tout D-schcma formcl 3 il y a une application de Hodge- Tate modulo tt^ 

ou si x G -ff [7r*'']^(3), X correspond a un morphisme strict 

:i7[7r'=] Xd3 ^/:r[7r'=] 
et (x^)* est le morphisme induit au niveau des formes diffcrentielles invariantes. 

En particulier appliquant cela pour 3 variant parmi les composantes connexes de Dfe et utilisant 
la rigidification r/^. on obtient une application de Hodge- Tate 

aHv[^k] : A* ® OdJtt'^OdJI) — > luh O^Jt^'^Oo, 
Ces difFerentes applications sont compatibles lorsque k varie : 

aHV[^k+i] mod tt'' = Q;//v[^fc] (g)o„^ Oofc+i 
On en dcduit un morphisme de Hodge- Tate 

a^v : A* Oo^ (1) — > luh ^ Oo^ 

verifiant 

Vfc a/j-v mod tt*' = a^fvj^k] ®c>„^ Cd^ 
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2.2. Rappels de quelques resultats de [8] sur I'application de Hodge- Tate dans le cas 
d'un point. — 

Proposition 2.1. — Soit K\F un corps value complet pour une valuation v a valeurs dans R 
etendant celle de F. Soit H un O-module n-divisible formel de dimension 1 sur Ok et 

affv : Tp{H'^) -^uh®0^ 

I'application de Hodge-Tate de . Supposons que le polygone de Newton de la multiplication par 
TT associe a H soit dans le domaine fondamental de Gross-Hopkins. Alors 

e Tp{H'^) \ nXpiH") an- {w) i tt^.luh ® 

Demonstration. Cela resultc de la formulc donnee dans la demonstration du thcorcme 6.1 dc 
[8] qui exprime la valuation de q;//v [w) en fonction du polygone de Newton V lorsque celui-ci est 
dans le "simplexe fondamental" : 

v{aH^ H) = ^ (1 - {V{q^-') - V{q^))) 
q — 1 

□ 

Citons egalement la proposition suivante qui resulte immediatement de [8] . 

Proposition 2.2. — Reprenons les hypotheses de la proposition precedente. Soit n{K) C 

F(yp{H'^)){^) I'espace de Drmfeld et I I'immeuble de PGL{Vp{H'')). Soit A : n(K) — > \I\ la 
retraction sur la realisation geometrique de I'immeuble. Soit E I'etoile du sommet [Tp(H'^)] dans 
X et \E\ sa realisation geometrique, 

\E\ = U \a\ 

tr simplexe de X 

Alors si X ^ fl{K) est le point correspondant a a^/v 

A(a;) e Interieur{\E\) 

2.3. Quelques rappels sur le schema formel de Deligne-Drinfeld. — 

2.3.1. L'ouvert associe a un simplexe. — Soit cr un simplexe de I'immeuble de PGL„/^ represente 
par une suite de reseaux 

ttAi C Ar C ■ • • C Ai 
On note alors Vl„ le schema formel classifiant les diagrammes 

Ar+i = ttAi^^ Ar^ — s Ai^-^ Ai 




sur un OF-schcma S sur lequel tt est nilpotent oii les £i, 1 < i < r, sont des fibres en droites, les 
applications Ui sont Oj;--lineaires et Vi, 1 < z < r, Va; G 5 

ker(A,/7rA, — > k{x)) C A.+i/vrAi 

On remarquera en particulier que Vi les sections Uj(Ai) engendrent le fibre Ci. 

Soit maintenant P(Ai) le schema formel complete 7r-adique de I'espace projectif P(Ai) sur 
Spec(Oi^). Le simplexe definit un drapeau de varietes lineaires dans la fibre speciale de P(Ai) 

P(Ai/A2) C P(Ai/A3) C . . . C P(Ai/A,) C P(Ai/7rAi) = P(Ai) Xspf(o,) Spec(F,) 
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Notons Wa I'cclatenient formcl admissible de toutes ces varietes dc la fibre speciale. Si 

u : Ai O^^^^ ^ C'p(Ai)(l) 

designe le morphisme universel sur P(Ai) et si 

VI < » < r Ja, = m(A, ® Op(Ai))(-l) C Op(A,) 

est I'ideal coherent definissant P(Ai/Ai) ^ P(Ai) alors est reclatement formel admissible de 
I'ideal 

n 

l<i<r 

Ainsi sur Wo- I'image par u des A^ devient localement libre de rang 1 et Wcr classifie les diagrammes 
A,,+i = ttAi^ A,^-^ A,^-^ Ai 




sur un Oi?-schema S sur Icqucl tt est nilpotcnt ou Ics Ci sont des fibres en droites et Vi Ui(Ai) 
engendrc Ci, ou encore dc fagon equivalcntc Vx e S* I'application Ai/nAi — > Ci k{x) est non- 
nuUe. 

II resulte de cette description que 
est un sous-schema formel ouvert. 

Exemple 2.3. — Lorsque n = 2 Wa est le schema formel stable dont la fibre speciale est I'union 
d'lmc droite projective D sur et de droites projectives {Lx)x^d(¥c) belles que la droite 
intersecte D cn x. Le schema formel fi^r est I'ouvert obtenu en retirant les points sur des droites 
projectives {Lx)x, excepte le point {x} = C) D. 

Remarque 2.4- — Une autre definition de Wa consisterait a eclater P(Ai) le long de P(Ai/A2) 
puis eclater le transforme strict de P(Ai/A3), puis le transforme strict de P(Ai/A4) et ainsi de 
suite, puis de prendre le complete p-adique du schema obtenu. On pent verifier que ces deux 
definitions coincident (utiliser le fait que les sous-varictcs dc la fibre speciale que Ton eclatc sont 
dcfinies pas des suites regulieres). 

Si tr' C (7 est un sous-simplexe il y a alors une immersion ouverte naturelle Q^r' C ct 
le schema formel de Deligne-Drinfeld fl est ainsi obtenu par recoUement des fio- en utilisant les 
relations de faces donnees par I'immeuble. 

2.3.2. L'ouvert associe a I'etoile d'un sommet. — Fixons maintenant un reseau A. Soit E{A) 
I'etoile de A dans I'immeuble c'est a dire 

E{A) - U ^ 

Interessons-nous a 

^E{A) = [j n^cn 

Soit We{a) schema formel suivant. Partons de P(A) est considcrons la famille de sous-varietes 
lineaires de sa fibre speciale 

{P(A/A') I ttA C A' C A} 

Dcfinissons We{A) comme I'eclate formel admissible de cettc famille de sous-varietes. Plus 
precisement, si 

A®(^P(A) ^Of(A)(l) 
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designe le morphisme universel sur P(A) alors We{A) est Tcclatc formcl admissible du produit des 
ideaux u{A' ® Ojp(^j)(-l) pour ttA C A' C A. 
Alors 

^E{A) C We{A) 

est un sous-schema formel ouvert. Pour tout schema formel 7r-adique sans 7r-torsion 3 sur Spi{OF) 
I'enscmble We{A){5) est (fonctoriellemcnt en 3) rensemble des classes d'isomorphismes 

[u:A(^05^C] eP(A)(3) 

telles que VA', ttA C A' C A u(A' ® O^) soit localement libre de rang 1 (si Z a de la 7r-torsion 
c'est a dire n'est pas plat sur Spf(OF) alors la description de We(a){5) est plus complexe). 

Soit maintcnant Ic domaine analytique ferme associe dans I'espace de Berkovich fibre generique 

Si A : — > \X\ designe I'application vers la realisation geometrique de I'immcuble X alors 

f^s"A)=A-M|i?(A)|) 

Nous aurons besoin du lemme suivant qui dit que sur I'ouvert flE{A) de We{a) il est inutile 
d'cclater de nouveaux rcscaux. 

Lemme 2.5. — Soit 3 un schema formel ir-adique sans n-torsion sur Spf{0). Soit C un fibre en 
droites sur 3 et u : A<g) O3 C un morphisme donnant naissance a un morphisme 3 — > ^e(A) ■ 
Alors, pour tout reseau A' C A w(A' ® ©3) C C est localement libre de rang 1. 

Demonstration. II suffit de le montrer pour 3 = ou est un simplexe maximal possedant 
[A] comme sommet. Soit done a un simplexe maximal associe a une chaine A„+i = ttA C A„ C 
• • • C A2 C Ai = A. Soit 

A„+i = ttAi^ A„f-^ Ai'-^ ^—^ Ai 




XTT 



le diagramme universel sur fJ^. Deux simplexes de I'immeuble sont contenus dans un meme ap- 
partement. II existe done une base (ei, . . . , e„) de A telle que 

Vi > 2 Ai =< TTCi, . . . , TTCj^i, gj, . . . , e„ > 

et des entiers (oi, . . . , a„) G N" tels que A' n°-^ei, . . . , 7r""e„ >. 
Pour tout i, par definition de fla, 

0^^.u{ei) = Ci 

Soit done a = inf{ai | 1 < i < n} et = inf{i | = a}. Alors 

□ 

2.3.3. Recollement des morphismes vers f2. — L'idee de cette sous-section repose sur I'analogie 
suivante. Soit S un schema et Y un S'-schema separe. Soit X un schema muni d'un ouvert 
U d X schematiquement dense (par exemple U dense et X reduit). Solent deux S"- morphismes 
X ^ Y comcidant sur I'ouvert U . Alors ces deux morphismes sont egaux. L'analogie sera 
faite avec X un schema formel 7r-adique sans 7r-torsion, U "I'ouvert tt ^ 0" et F = Vl. 

Sur I'espace annclc {Vl,Of^[^]) vit un ©^^[ij-module localement libre de rang 1 C ainsi qu'un 
morphisme injectif 

u : F" £ 
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induisant un cpimorphismc Ofji^]" ^ C.- Cct objct est construit dc la facon suivantc. Soit a un 
simplexe de Timmeuble associe a une chaine de reseaux ttAi C C ••• C Ai. Soit fig- C O 
I'ouvert correspondant. Alors le diagramme 

Ar+l ttAi^-^ Ar^ — * Aj^-^ ■ • -^-^ Ai 



sur Via devient aprcs inversion dc tt c'cst a dire sur I'cspace annele {Vl^, Of^ [i]) 

= 7rAi[l] = A.[l] = . . . = A,[i] = . . . = Ai[l] = F" 



7rAi[i] 



'A [7] 



at fournit done I'objet voulu sur fi^- On verifie aussitot que ees difFerents objets se recoUent 
sur fi. En fait le Oj^^l^]"'^*^'^^^^ ^ libre de rang 1 isomorphe a 0^2!^] ^^-i^ nous ne fixons pas 
d'isomorphisme entre C et Cq[;^]- Lorsque A varie parmi les reseaux dans F" les sous-Oj^-modules 
C'^.u(A) C C forment une chaine de fibres en droites 



(A 



Ci c /3, Cij^i C Ci et irCi = C 



Si F" dcsigne le faisceau constant alors si 

Vie I. m = u-\Ci) c F" 

la chaine de sous-faisceaux {rii)iizz verifie r]i-\-i C rji et nrii ~ (cc sont les faisccaux con- 

structibles associes a H. par Drinfeld, cf. [5], [4]). Et si a est un simplexe associe a une chaine 
periodique de reseaux (Ai)igz alors 

Qa = {x eQ \ yi rji^x e {Aj | j e Z}} 

Remarque 2.6. — Si 3 est un schema formcl quasi-separe 7r-adique sans 7r-torsion Csi^] est 
le faisceau associe au prcfaisccau U 1— > V{U ,0-2,)[^]. Ainsi sur un ouvert quasicompact U on & 
r{U,0^[j^]) = r(W, C'3)[i] mais cela est faux en general. Par exemple sur les n sections de 
£ associees a F" — > C ne sont pas associees a des sections entieres provenant d'un fibre en 
droites sur fl ; lorsque I'on sort de tout ouvert quasicompact de les puissances de tt dans les 
dcnominateurs de ces n sections tendent vers I'infini. 

Sur la fibre gcncrique rigide, via le morphisme de topos anneles sp : (fi'''^ , O^^^ig ) — > 
{n, Ofji]), sp*[F" ^ C] induit le plongement ^ (P")"9. 



Lemme 2.7. 

phismes 3 — 



Soit 3 un schema formel ir-adique sans ir-torsion sur Spf{OF). Soient deux mor- 

; et F" > C, resp. F" — > C , les objets associes sur {5,0;^[-^]). Ces deux 

morphismes sont egaux ssi il existe un isomorphisme a faisant commuter le diagramme suivant 

C 




Demonstration. II resulte des considerations precedentes que le morphisme F" — > C permet de 
reconstruirc les chaines de faisccaux ainsi que (77^)^52. Le rcsultat s'en deduit facilement. 

□ 
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2.4. Sur le conoyau de I'application de Hodge- Tate. — 
Proposition 2.8. — Soit I'application de Hodge-Tate tordue 

a//v(-l) : A* Oo^ — > ujr Oo^{-l) 

Alors 

Vw e A* \ ttA* tt'^ojh <E) Od^(-I) C On^.an'^iw ® 1) 

De mime 

Vfc > 3 tt'^.ujh ® OdJtt'^Od.C-I) C Od ..M'Onfc .a^v [^.-j (w 1) 

Demonstration. Afin de ne pas alourdir les notations oublions la torsion a la Tate F{—1) dans 
cette demonstration. Choisissons un generateur t € T(J]>,ujh) de luh 

~ On.t 

Soit / e r (03,003) tel que 

a/fv (w ®l)= ajjy [^3] [w ® I) = ft mod -k^Ob^ 

Pom- tout point x G D"^(F), x : Spf(OK) — > IDs avec K\F de degre fini, 

x*a//v iw ®1) = ai^x-uy {w ®1) = f{x).x*t mod n^Ocp 
oil X* H est un groupe p-divisible sur Ok et uJx*h = OK.x*t. D'apres la proposition 2.1 

a(x*ff)v(w® 1) ^ Tr^C'c^.a;*^ 

Done 

< 1 



La fonction rigidc — G r(D"^, O^^) vcrifie done 

2 2 

Y < 1 ^ Y Gr(D3,C9D3) 

puisque ©3 est normal (of. I'appendicc A de [9]). De cela on dcduit que 
et done, Dqo etant 7r-adique 

TT^t G ©D.^-ai/v {w ® 1) 

De meme pour tout A: > 3 

TT^i G OnJ^T^On^.aH^y^k^^{w®l)+^T^OnJ^T^Ofs,^.t 
et on conclut comme precedemment. □ 

2.5. Eclatement de la cellule et construction du morphisme de la cellule eclatee vers 

il. — On identifie (F")* et F" via la base duale de la base canonique de F". Rappclons que 
A C F" et done A* est un reseau de F". 

Pour tout reseau A' vcrifiant ttA C A' C A* et tout cnticr A: > 3 soit I'idcal coherent 

tel que ■n'^On^ C lK',k et 

ajjvf^fc] (A' ® Od^MOdJ = ujH®lK',kh*'Cin^ 
D'apres la proposition 2.8 

et si /c > 3 et Ilk,^ ■ — > D3 alors 
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Definition 2.9. — Pour tout entier fc > 3 on note Dfc Ic normalise do Teclatement formel admis- 
sible de Dfc relativement aux ideaux Ia' .k oii ttA C A' C A*. 

II resulte de la propriete enoncee precedemment, O-o^ .IV^}^{2f^> ~ T\i ,k, que est le normalise 
du transforme strict de Dfc — > D3 relativement a I'eclatement D3 — > B3 (cf. section A. 7. 3 de 
I'appcndicc) ct done les morphismes de transition — > pour I >k>i sont finis. 

Definition 2.10. — On note Dqo = lim dans la categoric des schemas formels 7r-adiques. 

fe>3 

Remarque 2.11. — D'apres les resultats de I'appendice on pent construire Dqo directement en 
niveau infini comme le normalise dans sa fibre generique de I'eclatement formel admissible des 
ideaux .H^^Jt^i ^■i^ cf. coroUaire A. 28 de I'appendice. 

Avcc les notations de la section 2.3 et d'apres les rappels de cette meme section I'application 
de Hodge- Tate tordue 

a^v (-1) : A* ® Og^ — >UJH® Cg^ (-1) 

induit un morphisme 

Boo — ^i^£;(A*) 

Proposition 2.12. — Le morphisme Boo — > W^£;(a*) se factorise par I'ouvert ^e(A-') C We{a-') 
et definit done un morphisme Boo — > ^■ 

Demonstration. II suffit de verifier qu'au niveau des fibres speciales le morphisme 

se factorise via I'ouvert ® F^. 

Le schema We{a-') ctant de presentation finie sur Spcc(Fg) ct Boo = lim B^ ®Fg, 3fc > 3 



et une factorisation 



k 



1^£;(a-) «)F, 



Bfe ®Fq 

II sufht alors de montrer que I'image du morphisme B^ (g) F^ — > We{k*) ® F, est contenue dans 
I'ouvert r2_B(A-) ® F^. 

Soit |D™| ~ |DJJ"| I'espace analytique de Berkovich fibre generique de Bfc. D'apres la proposition 
2.4.4. page 36 de [1] et puisque B^. est normal le morphisme de specialisation 

sp:pr\ id;®f,i 

est surjectif. Soit done x S B^, (g) F^ et ?/ £ tel que sp{y) = x. Soit K\F une extension valuee 
complete telle que y provienne du point z G B^"(iir) = 0^(0^^), z : Spf(C'/f) — > D/j. On pent 
de plus supposer que K = K. Des lors 3z' E Doc{K) tel que z' i—> z via Boo — > D^. D'apres la 
proposition 2.2 I'image de z' dans We{A'){Ok) est contenue dans ^E{A')i(^K) = ^e(a-)(-^) C 

^B{A*)(^) ~ P"(-fsr). II en est done de meme de I'image de z. Le morphisme de specialisation 
s'inscrit dans un diagramme 

pr\ -i^^(A.)i 

sp 



'F,| ^\WE(K')®^q\ 
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on cn dcduit que I'image de x dans We{A') ® est dans I'ouvcrt ^^^(a*) ® IFg- □ 
2.6. Recollement des morphismes sur les cellules. — 

2.6.1. Recollement des cellules eclatees. — Soit a = [A, A/] un somnict do rimmeuble et Vfc > 
3 Da.fe la cellule eclatee dcfinic dans les sections precedentes en niveau Id + 7r'^End(A) C GL(A). 
Soit a ^ a' une arrete de rimmeuble (cf. [9]) oii a' = [A', M'] avec 

A C A' C TT-^A et M' = n-^^-^'hd 

On a defini dans [9] un ouvert Zariski ]D!a^a',k C Ba,fc- On note Da—>a',k son image reciproque a 

Rappelons que H est le groupe p-divisible universel sur Dq. Sur fi>a—>a' il y a un sous-groupe 
plat Uni C d H[ 



A7A -t: 

et 77 induise une rigidification en fibre generique rj"^ : A' I A (jng ^ j^g groupe C est un sous- 
groupe canonique "generalise" . Si -ff ' = H /C alors H' couple a la deformation universelle sur 
Da— fa'.fc ct rj fournissent un morphisme 

Proposition 2.13. — Supposons fc > 4. Alors Vapplication de recollement s'etend d la cellule 
eclatee. Plus precisement, il y a alors un morphisme a faisant commuter le diagramme suivant 

— Q — 



et induisant le morphisme de recollement de [9] en fibre generique. 

Demonstration. II s'agit de voir que par I'application de Hodge- Tate associe a H'Itt^^^] sur 
Da-»a',fc I'image des reseaux A" verifiant ttA'* C A" C A'* est localement libre de rang 1. Pour 
cela on va utiliser le lemme 2.5. Dans cette demonstration on oublie une fois de plus les torsions 
a la Tate afin de ne pas alourdir les notations. 

Pour G un groupe plat fini muni d'une action stricte de O le morphisme 

OLQ^ : — > LOG 

est fonctorielle en G. Le morphisme H[ii^~^] — > H'Itt^^^] sur Da^a'.fc induit done un diagramme 

oil la fleche verticale de gauche est induite par I'inclusion A'* C A*. Fixons des relcvements /?, 
resp. /3', de a//v[^fc-i], resp. a^/vj^t-ij fournissant un diagramme 

A'* ® Od_„,,, ^ ^H' ® Od_„,,, 



A* ®Ob , , ^ UH ® On 
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qui commute modulo . Etant donne que fc > 4 pour tout reseau A" verifiant ttA C A" C A* 
puisque tt^Od^ ^ ^ ,k et d'apres les proprietes de compatibilite du systeme des ideaux Xa".* 
lorsque k varie on a 

/3(A" ® Od„^„, J =UJH® (2^A",fc)|D„_„,,, 

Le morphisme (3 ®Ob , , , definit done un morphisme 



Ce morphisme est congru modulo tt au morphisme defini precedemment en niveau infini 
^^_E(A*)- II se factorise done en un morphisme 



— >a' ,oo 



II rcsulte alors du Icmme 2.5 que VA" verifiant ttA'* C A" C A'* on a 

ou ^ est un ideal localemcnt libre de rang 1 dans ^ . Fixons un tel A". 

De la mcme fagon que precedemment pour /3, j3' verifie 

oil J' est un ideal verifiant Tr^Og, ^ C J' (utiliser la proposition 2.8 appliquee a Da',fc-i et 
I'application de Hodge- Tate de [tt'"'^^], puis restreint a Ba'^a,fc-i ct enfin tiree en arriere via 

I'application Da^a'^fe > Da'^a,fc-l)- 

La congruence de (3 et (3' modulo tt^^^ implique que dans loh ® , ^ on a 

Mais etant donne que (tt^) C I, (tt^) C X', que ttujh C (car C est inclus dans les points de 
TT-torsion de H) et que fc > 4 on en dcduit 

J = J' 

De tout ccla on dcduit que I'application 
verifie que VA" tel que ttA'* C A" C A'* 

oil /C est un ideal localement libre de rang 1 contenant tt^Oj ^ . D'oii I'existence de la factori- 
sation annoncce. □ 

De plus, Vfc > 5 les applications de recollement composees 

^a->a',k > > ^a^a' ,k-2 

sont les morphismes de changemcnt de niveau. EUcs induisent done des isomorphismes en niveau 
infini 



>a ,oo >a.oc »a ,00 



On verifie aiscmcnt que Taction de GL„(i^) x est naturcUcment compatible aux cclatements : 
y{g,d) £ GLn{F) X ct tout entier fc > 3 I'isomorphisme naturel 

s'etend en un isomorphismc 

(,g, rf) : Ba,/d+ir'=Enrf(A) ^ ^{g,d).a,Id+7ri'End(g-'^A) 

et induit done un isomorphismc en niveau infini en passant a la limite projective. 
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Definition 2.14- — On note Xoo Ic schema forniel GL„(F) x I? ^ -cquivariant dcfini par Ic dia- 
grammc de recollement 

Oil Va a' les applications de recollement sont Da^a'.oo ^ Da, 00 I'inclusion natm'elle et 
Da^a'. 00 ^a'^a, CO ^ Dq'.oo I'application de recollement precedentc composce avec I'inclu- 
sion naturelle. 

2.6.2. Recollement des morphismes vers U,. — 

Proposition 2.15. — Les morphismes construits precedemment I}a,oa — > ^ pour des sommets 
a de Vimmeuhle se recollent en un morphisme 

L'action a droite de GLn{F) sur X^c et celle a gauche sur se correspondent via g *f/. 

Demonstration. II suffit de verifier que pour toute arete a ^ a' le diagramme suivant est 
commutatif 



— *a'oo 




Cela decoule de la fonctorialite de I'application de Hodge- Tate rappelee precedemment appliquee 
a I'isogenie "quotient par un sous-groupe canonique" sur le bord des cellules. Plus precisement, 
avec les notations de la demonstration precedente il y a un diagramme commutatif 



A* ® 



oil H' est le quotient de H Xd„ xDa^a', 00 par le sous-groupe canonique dcfini par r;(A'/A). La 
proposition est done une consequence du lemme 2.7 □ 

Remarque 2.16. — Le morphisme construit est invariant par Taction de Z^^, puisque construit 
a partir de I'application de Hodge- Tate du groupe de Lubin-Tate universel qui ne depend pas de 
la rigidification modulo p (la deformation notce p) . 



3. Construction du morphisme Xoo > 3^oo 
Le but de ce chapitre est de rclcver le morphisme GL„(_F)-cquivariant dcfini precedemment 



Xoo — ^ ^ cn un morphisme GL„(i^) x _D^-equivariant Xoo — * J^c 



00 • 



3.1. Etude des normalises de VL dans la tour de Drinfeld. — Soit G le Ou-module formel 
special universel sur On note pour tout sous-groupe compact-ouvert K C 
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Ic rcvctement ctalc fini classifiant les structures de niveau K sur G"^ = lim G[7r'^]'"'^. On note 

k>l 

flK le normalise de f2 dans ^k- Rappelons qu'alors 

z 

Rappelons les deux faits suivants : 

- Soit 3 un schema formel localement de type fini sans 7r-torsion sur Spf((9). Supposons 3 
normal. Alors I'application qui a un ouvert U dc ^ associc I'ouvcrt admissible U"^ de 3' *^ 
induit une bijection entre les parties ouvertes/fermees de 3 et celles de "^"^ . 



- Soit X Y un morphisme etale fini d'espaces rigides et Y ; X deux sections de ip. 
Alors I'espace rigide {si ^ S2} est un ouvert /fermc de Y. 

Lemme 3.1. — Soit to G N*. Soit a E G[n"]"9(G[n"]"9) la section identite et e la section 
neutre. soit U I'ouvert/ferme de G[k"']"3 ou W^-^{a) ^ e c'est a dire U = (n™-i)-i(G[n]"9 \ 
{e}) avec H™"! : G[n™]"9 — > G[U\"9 , Alors r^i+n-Oo = U. 

Demonstration. L'espace rii+n^Ou est le foncteur au dessus de Vt dcfini par 

•iY ^li+n^oo {Y) = {71 : U-'^Od/Od ^ Gp™]"^ Y} 

oil rj est Oc-lincaire et II~^^^Od/Od designe le groupe etale constant. Se donner un morphisme 77 
Oc-equivariant comme ci-dessus sur Y est equivalent a se donner la section 77(1) G G[n™]''*f (y). La 
condition que 77 soit un isomorphisme est equivalente a ce que pour toute composante connexe W de 
Y {r]{\))\w ^ soit encore que le morphisme Y — > G\n^]™^ se factorise par I'ouvert/ferme 

U. □ 

Corollaire 3.2. — Soit Gp™] le normalise de Gp™] dans Gp™]'''^ (un O-schema formel lo- 
calement de type fini). Alors ^i+n^On I'ouvert/ferme de Gp™] induisant V ouvert ferme U 
du lemme precedent en fibre generique. 

Corollaire 3.3. — Soit V = Spf{A) C h un ouvert affine et Gp'"]|y = Spf{B„,) — > Spf{A). 
Soit W C Spec{Bm['^]) V ouvert ferme {11"'^^ 7^ e} et _B,„ le normalise de i?,„. Alors si Spec{A,n) 
est I'adherence schematique de W dans Spec{B„i) le diagramme suivant est cartesien 

Spf{A^f ^h^+n^oo 



Spf{Af 



Example 3.4- — Pour illustrer les constructions precedentes considerons l'espace de module 
obtenu en mettant des points de torsion sur ^poo sur Spec(Zp) (ce qui correspond au cas ri = 1 et 
F = Qp). On a ^p. = Spec(Zp[r]/(rP" - 1)). De plus Zp[T]/(TP" - 1) = Zp[r]/(nLo oh 
$fc designe le fc-ieme polynome cyclotomique. Alors le normalise de ^pn s'ecrit 



= ]JSpec( Zp[Cp.] ) 

Zp[T]/(* .) 



i=0 



L'ouvert Tp" 7^ 1 est Spec(Zp[Cp"]) car Zp[r]/($p, 



si z < n puisqu'alors 



Proposition 3.5. — Soit 3 un O-schema formel n-adique sans n-torsion tel que ©3 soit 
integralement ferme dans 0;^[-^] (cela ne signifie rien d'autre que pour tout ouvert affine 14 de ^ 
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I'anneau TiU^Oz) sst integralement clos dans T{U,0^){^], cf. section A. 5 de I'appendice). Se 
donner un morphisme 

3 — > f^i+n'"OD 

est equivalent a se donner un triplet {G' , p' , s) a isomorphisme pres ou 

- {G',p')eh{5) 

- s G G"[n™](3) est une section telle qu'il existe un recouvrement affine {Spf{Ai))i de 3 tel que 
si G'j designe le groupe p-divisible sur Spec{Ai) associe au groupe p-divisible G' X3 Spf{Ai) 
alors sur Spec{Ai[^\) la section s induit un isomorphisme 

H-^'Od/Od ^ can™] XspeciA.) Spec{A,[^]) 

Demonstration. Rappclons que G designe le OD-modulc formel universcl sur fi. Le triplet 
{G\p') fournit un morphisme 

ipi : 3 — > ^ 

par lequel I'image reciproque de G est isomorphc a G". La section s releve ce morphisme en un 
morphisme (^2 

G[n™] 



n 

Celui-ci s'etend de fagon unique en un morphisme 1^93 



•P3 
•P2 



En efFct, G[n™] = Spf(^) oii A est une Ocp^j-algebre coherente verifiant A C CG[n"][^] et toute 
section de A sur un ouvert quasicompact est entiere sur OQ^umy II y a done d'apres T'hypothese 
faite sur 3 une unique factorisation 



^^cm 




cp^^A 

qui fournit le morphisme cherche 3 — > Spf(,4). 

On verifie alors localement sur 3 que ce morphisme se factorise a travers I'ouvert/ferme de G[n'"] 
egal a fJi+n^Oo- □ 

3.2. Definition modulaire de 3^oc. — 

Lemme 3.6 (Purete du ttq). — Soit R une O-algebre n-adique sans n-torsion telle que R soit 
integralement ferme dans Rl-^]- Alors 

Spec{R/TrR) connexe Spec{R) connexe Spec{R[—\) connexe 

TT 

Rappclons cgalcment que pour 3 un (5-schcma formel localement de type fini sans 7r-torsion ct 
normal on a 3 connexe 'i"^ I'cst. 

Proposition 3.7. — Soit 3 un schema formel n-adique sans n-torsion sur Spf{0) tel que ©3 
soit integralement ferme dans 0^[^]. Supposons que pour tout ouvert quasicompact U de 3 7i'o(^) 
est fini, c'est a dire les composantes connexes de U sont ouvertes. II y a alors une bijection - 
equivariante entre I'ensemble des morphismes 3 — ^ 3^oo les triplets {G',p',ri) a isomorphisme 
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pres oil {G' , p') G ^^(3) et i] E r(3, HoTn (F/OF. G')[^]) est tel que pour tout ouvert U de 
V\U 7^ .' I'action de se faisant sur les triplets via \fd € d.{G\p',rj) = {G',p',rjo (•c?~^)) 
ou Von note •d~^ la quasi-isogenie On-equivariante de D/Od dans lui meme definie par d'Oo ^ 
d'd-^Oo- 

Demonstration. Construisons un morphismc 3 — ^ 3^oo a partir d'un triplet [G' ,p' ,if}. 
Soit Spf(i?) C 3 un ouvert affine connexe. Notons G" le groupe p-divisible sur Spec(i?) associe 
au groupe p-divisible G' Xz Spf(i?) sur Spf(i?). L'clcment rj induit un clement 

a G Romo^{D/OD,G")[-] \ {0} = Homo AD / O d , G" Xspec(i?) Spec(i?[i]))[l] \ {0} 

I'cgalitc resultant de ce que R est integralement fermc dans R[^]- Le groupe Houiq^ {D / Od^G" 
R[-^])[-^] est muni d'une structure de D-module via Taction de Z? a droite sur D/Od- D'apres le 
lemme 3.6 Spec(i?[i]) est connexe et done ce D-module est de rang 1. 
Soit iV G Z tel que 

n^a G Homoo [D/Od, G") \ H.Homo^ {D/Od,G") 
Toujours parce que Spec(i?[i]) est connexe Il^a induit un isomorphisme 

TT 

Done d'apres la proposition 3.5 le systeme compatible des 

((n^a)(n-'"))„>i G (G[n™](i?))™: 

induit un systeme compatible de morphismes 



n^a : D/Od ^ G Xspec(fl) Spec(i?[-]) 



Spf(i?) 



D'oii, puisque 3^oo = lini D^i+n^d, dans la categorie des schemas formels 7r-adiques, un mor- 
phisme (p : Spf(i?) — > 3^oo- On associe alors a (G", p', x) le morphismc compose 

spf(i?) ^ 3^oo ~ — > yoo 

Solent maintenant Spf(i?') et Spf(i?") ^ deux autres ouverts affines connexes tels que Spf(i?") C 
Spf(i?) n Spf(i?'). II y a un diagramme de morphismes 

Spec(i?) 

Spec(i?") 



Spec(i?') 

Le groupe p-divisible sur Spec(i?') associe au groupe p-divisible G' x 3 Spf (i?") est egal a G" x spec(_R) 
Spec(i?"). On en deduit que I'entier TV G Z associe precedemment a R est le meme pour R, R' et 
R" . On conclu aisement que les differents morphismes sur les ouverts affines connexes se recollent 
en un morphismc 

Le fait que cela donne une bijection entre 3^oo(3) est les classes d'isomorphismes dc triples (G', p' , ij) 
est laisse au lecteur. □ 
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3.3. Sur la suite de Hodge- Tate en niveau infini. — Rcprenons les notations dc la section 2. 
Soit a = [A, M] im sommct dc rimmeuble paramctrant les cellules de Xoo- Soit Da,oo = lim ^a,k 

k 

la cellule associee en niveau infini oil Ha.k '■= ^a.id+iT*'End(K)- Dans la section 2 on a defini une 
application de Hodge- Tate 

tti/v : A* ® Od„,„ (1) — ><^H® Cd„,oo 

On definit de meme 

a// : A Oo^^^ — > t^ffv ® On^^^ 
(le module cj^fv est celui note cD/j-d dans I'appendice B de [9]). 

Proposition 3.8. — Dans la suite de Hodge-Tate 

^*H- ® On^^^ (1) ) A* Od,.,^ (1) cc-if ® Od„.^ 

on a a//v o *aij(l) = 0. 

Demonstration. On utilisera le resultat suivant (cf. [10]). Si Hq est un O- module 7r-divisiblc sur 
Ok oil K\F est une extension de dcgrc fini alors dans la suite de Hodge- Tate usuelle 

on a Qfj^o o *q;^v (1) = 0. 

Revenons a I'enoncc. II suffit dc montrer que 

Vfc > 1 a^v o *Q!//(1) = mod tt*^ 

Mais V/c > 1 la suite de Hodge-Tate modulo tt*"' provient du niveau fini Da.fe pour le groupe plat 
fini i?^[7r'=] 

[^gv ^Op^.^ll) '""^'^ ) A* 0n„_^(l) ^^c^g(^0D„^] mod 



ou pour abreger on a note Od^^/tt'"' := Oo^^^/t^'^Oo^^^. De plus d'apres le rappel precedent 
V.T e B"l{F), X : Spf(OK) — > Dfc oil K\F est de degre fini, x* *afl-[^fc] (1) et a;*a^v[^fc] sont 
congrus modulo tt^ , apres extension des scalaires de Ok a C^, a *'ax*H{^) et ax*H'^ oii est 
un O-module 7r-divisible sur Ok- Done d'apres le rappel du debut de la demonstration 

Soit t un generateur de loh^ ojh = Ooc.-t- Cela etant vrai pour tout x on en deduit que pour 
V e Wi/v (g) C'D„_fc(l) si / g OD^.fc est tel que [aH^iT^k] o *a^[jrfc](l))(w) = /.i alors 



et que done etant normal on a 



< 1 

OO 



□ 
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3.4. Construction d'elements dans le module de Tate du O^j-module formel special 
tire en arriere sur Xoo- — On a construit dans le chapitre precedent un morphisme GL„(F)- 
equivariant 

a partir de I'application de Hodge- Tate de H'^ on H est un groupe p-divisible universel sur une 
cellule dc Xoo- 

Soit G le Cu-module formel special universel sur 17 muni de sa rigidification, une quasi-isogenie 
de hauteur 

: G Xjp: (ri mod tt) — > G x^^{^l mod tt) 
Soit a = [A, M] un sommct dc I'immeuble associe a Xoo et 

fa ■■ 6a,oo 

le morphisme defini precedcmment. Nous considcrcrons le C^i-module formel special f*G sur Ba.oo- 
Soit H le O-module 7r-divisible universel sur Dq muni de sa rigidification 

Pfl- : H Xj (Ba mod tt) — > H Xd„ (Bq mod tt) 

Le rigidification rj induit pour tout fc > 1 

77 : TT-'^A/A — >H xo^ Ba,k 

EUe fournit done un element de 

Hom(Acg)F/A,i? Xd„ Ba.oo) 
oil A (x) F/A dcsignc le groupe 7r-divisible ctalc constant lim 7r~*A/A. Rappelons que A C i^" qui 

i 

induit unc quasi-isogcnic (F/Of)" — > A Cg) F/A. II y a done unc cgalite 

Hom(A[-]/A,i/ Xd„ Da.oo)[-] = Hom((^^/Of.)", Xd„ ©a.oo)[-] 

TT TT TT 

et fournit done n-elements 

Ci,...,Cn eHom(F/Oj^,i? Xd„ D,,oo)[-] 

TT 

Considcrons Ic compose 

F/Of i7"x (Ba.oo mod tt) M"x(Ba,oo mod tt) Gx(]D)a,oo mod tt) /^G mod tt 

qui definit un element 

X e Hom (^F/OF,.f:G Xj^^^ (B,.oo mod tt)) [i] 

L'application de reduction modulo tt induit unc injection 

Hom {F/Of, /:G)) [-] ^ Hom (f/Of, flG xg (B„,oo mod tt)) [-] 

dont I'imagc est caractcriscc par la thcoric dc la deformation de Messing relativcment a I'ideal (tt) 
qui est muni dc O-puissanccs divisccs (cf. [13] ainsi que I'appcndice B dc [9]). 

Theoreme 3.9. — Le morphisme x se releve en caracteristique zero via I'application de reduction 
modulo TT precedente : 

XeHom{F/OFj:G))[-] 

TT 

Demonstration. Rappelons le critcrc dc rclcvcmcnt de Messing. Soit 3 un schema formel tt- 
adique sur Spf(O). Soicnt Hi et H2 deux O-modulcs 7r-divisiblcs sur 3- On s'interesse a I'image 
de r inject ion 

llom{Hi, H2) ^ Hom(i/i mod 11,112 mod tt) 
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Soit H I — > Lie E{H) le foncteur algebre de Lie de la C-extension vectorielle universelle (appendice 
B de [9]) muni de sa partie vectorielle Fil Lie D'apres la nature cristalline de la O-extension 

vectorielle universelle il y a un morpliismc 

Hom(i/i mod tt, mod tt) — > Homo, (Lie £'(i7i), Lie £;(i72)) 
Alors Ic criterc de relevement dit que le diagrammc suivant est cartesian 

Hom(i?i, H2)'~ *- Hom(i/i mod tt, H2 mod tt) 



Homo3_ modules Ritr6B(Lie E{Hi) ,Ue E{H2))'^ ^ Homo, (Lie £;(Hi), Lie £;(iJ2)) 

Pour le groupe F/Op on a Lic£;(i^/C'F) = FilLic(i^/e'F) = O^. 

Revenons a la demonstration. II s'agit do montrer que via la composee 

f:PG o A o o (Ci , . . . , CO : F/Of flG mod tt 
le morphisme induit au niveau dc revaluation des cristaux sur I'cpaississemcnt V>oa mod tt 

1 I y X 

verifiea;e/:(FilLiei;(G))[i]. 

La quasi- isogenie faPc induit un isomorphismc 

©(G) [^]^ f:UcE{G)[-] 

°° TT TT 

Alors via cet isomorphismc 

xG©(G)0O5^[i]= D(G)q,,®05^ 



TT 



La filtration definissant le morphisme EDoo — > ^ (oii Vl est I'espace de Drinfeld associe a I'es- 
pace vectoriel ]Di(G)q'J^^) est une filtration localement facteur direct Fil C D(G)Q.oC'g, [;^] ct via 
I'isomorphismc precedent 

/:(FilLieii;(G))[-]= H^Fil 

Rappclons qu'on a fixe un isomorphismc D(H)q.o — F et que via I'isogenie A cela nous a permis 
d'identifier 

Done le morphisme definissant fa ■ ©oo — > ^ (011 maintenant il s'agit de I'espace f2 associe a 
I'espace vectorial F^) est donnc par unc filtration 

Fil'cD(e)5.o®06^[i]2.0o^[i]" 

et il s'agit de voir que le morphisme compose 

F/Of '-'^'■■■■'''"^ i ff" X (Doo mod tt) — > H" x (Doo mod tt) 
induit au niveau dc revaluation des cristaux un morphisme tel que 

l^X e ffFil' c D(H)" (E) O^^ [-] 



Si aH designe I'application dc Hodge- Tate dc H alors 



X - {aH{C^))l<^<n G i^H- ® Ofi^ i^T C ©(H)^ ® Og^ [^] 
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et 

via 

En 



Rappelons maintenant qu'on a identifie F" a (F")* et qu'alors Fil' C Ojg, [;^]" est le noyau de 
c^H^ On vcrific alors que via risomorphisme 



TT TT \ TT 

on a 

Vj e Z/nZ (Xy)i<,<„ = *a„{ipj) 
oil (^j e cj^v ® Cjj [;^] est la forme lineaire composee 

Le theoreme est done une consequence de la proposition 3.8. □ 

Proposition 3.10. — Soit f : Xoo — > Les morphismes x definis sur les differentes cellules 
se recollent en un 

X G y{i^,Hom{F/OF..rG)[-]) 

IT 

au sens ou \IU ouvert quasicompact dans Xoo X G Hom{F/OF, f*G\u)[-^]. Pour tout ouvert 
quasicompact lA C Xoo X\u 0- Pour tout g G GLn{F) via Vegalite g* f*G = f*G ou g : Xoo — > 
Xoo on a g*x = X- 

Demonstration. Les assertions concernant le recollement et I'equivariance = x" ne posent 
pas de probleme ; il suffit dc les verifier dans Hom fF/Op, f*G mod 7r)[^]. De meme I'assertion 
X\u 7^ se verifie modulo tt ou, avec les notations de la demonstration precedente, puisque p/f, pa 
et A sont inversibles, elle est equivalente a 

Va [A, M] MU C Da,oo VZ^ C Da,oo (Ci, ■ • ■ , C«) : F/Op — > ff" xg,_^ ^ {U mod tt) est non-nul 

Cette assertion est claire puisque sur Li Vfc > f (^i, . . . , C„) dcfinissent une structure de niveau 
de Drinfcld 'n~^K/ K — > Hy-K^] x U, mais U etant sans 7r-torsion une telle structure de niveau de 
Drinfeld est non-triviale apres inversion de tt et est done non-triviale. □ 



3.5. Construction du morphisme. — 

3.5.1. Un canular. — La remarque qui suit justifie que nous devrons proceder a quelques 
verifications concernant les composantes connexes des revetements de la tour de Lubin-Tate. 

Plagons nous dans le cas n = 1 et F = Qp et, afin de simplifier les notations, travaillons sur F 
et non F. Soit R une Zp-algebre p-adique sans p-torsion telle que Spec(i?[i]) soit connexc. Soit 
X S Hom(Qp/Zp, /ipoo)[i] tel que a; ^ 0. On a vu dans la proposition 3.7 qu'un tel x induit un 
morphisme 

Spf(i?) -^3^oo = IlSpf(Zf ) 

Rappelons en effet qu'il existe n S Z tel que 

p^x : Qp/Zp ^ Mp°=/i?.[i] 
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et 



alors Vfc > 1 p^x : p '^Z/Z fi^k /r[1] d'l 



Spf(i?) ^ yk 

et on dcfinit alors Ic morphismc chcrchc par 

spf(i?) ^ yoo yoo 

ou Taction de p^ su yoo se fait par translations des composantes de JJ^ Spf(Z^'='). 

Considerons maintcnant I'exemplc suivant. Soit 

Spf(i?)= Urn YL Spf(Z?) 

n Z/p"Z 

dans la categorie des schemas formels p-adiques, c'est a dire 



GLniOp) un sous-groupe ouvert X",^ Vespace de Lubin-Tate rigide en niveau C. Soit H le groupe 
p-divisible universel sur X. Soit U C X^^ un ouvert admissible connexe. Soit s S U{F) un point 



i?= lim II Zf\ =C°(Zp,Zf ) 

\ n Z/p"Z / 

les fonctions continues de Zp dans Z^''. Fixons (Cp'=)fe>i G fJ^p'^i'^p^) un generateur de Tp{pLp-y=), 
c'est a dire tel que C,p ^ 1. Soit x : 'S^p/'Lp — > ^J'p°°/R defini par x = {xk)k>i,Xk G fJ.pk{R) et a;^ 
est la fonction continue 

Vt eZp xkit) = (:l^ 

Alors, pour tout ouvert U dc Spf(i?) x^u ^ 1. Mais il n'existe pas de morphisme associe Spf(i?) — > 
y^o car les composantes connexes de Spec(i?) ne sont pas ouvertes (les "diracs" comme fonctions 
de Zp a valeurs dans Z^j'^ ne sont pas des fonctions continues). On a 7ro(Spec(i?)) ~ Zp. 

3.6. Un remede au canular. — 

Proposition 3.11. — Soit X Vespace de Lubin-Tate sans niveau sur Spf{0) et pour C C 
geometrique et 

p:MU,s) GLoATpiH"^) 
la representation de monodromie associee. Alors I'image de p est ouverte. En d'autres termes 
si {Uc')c'cc designe I'image reciproque de U dans les revetements de la tour de Lubin-Tate en 
niveaux C <Z C alors 

lim no{Uc') 
C'cc 

est un ensemble fini (pour C" C C" avec C C C sufjisamment petit tto{Uc") > T^oiUc))- 

Demonstration. II suffit de montrer qu'il existe une extension de degre fini K\F ainsi qu'un 
point X G U{K) tel que si designe le groupe de Lubin-Tate sur Ok specialise en x alors I'image 
de _ 

: Gal{K\K) ^ GhoATp{H.)) 
est ouverte. Du point de vue des composantes connexes cela exprime que si x' U designe le point 
"du spectre maximal" associe a x rcnsemble lim 11^,^^ (a;') est fini oii Hc.c est I'application de 

k 

I'espace de Lubin-Tate en niveau C vers celui en niveau C. II suffit de le faire pour C = GLnlOp) 



26 



LAURENT FARGUES 



puisque I'image de U dans X"^ par I'application d'oubli du niveau est un ouvert admissible. 
Supposons done C = GL„(C'f). 

Si K\F est finie et a; e X"9{K) soit FiU C D(H)Q(g)^ A', FiL e r'-'^{K), la filtration de Hodge 
associce dans I'espace des pcriodcs. Alors 

End(if,)Q ~ EndG^i(^|^)(Fp(i/,)) ~ End(P(H)Q, (^,Fil,) ~ Stabz5(Fil,) 

qui est un corps commutatif E'ji^ tel que E C D {le fait que E est commutatif resulte de ce qu'etant 
donne que est un groupe formel I'application qui a un endomorphisme associe I'endomorphisme 
tangent sur I'algebre de Lie est injectivc, mais ici I'algebrc dc Lie de est de dimension 1). 

Supposons E ^ F. Alors puisque I'isocristal de est simple la representation cristallinc 
Vp{Hx) est irrcductible et le reste comme representation Gal{K\K') pour toute extension de degre 
fini K' dc K. De plus pour toute extension de degre fini K'\K Endf^^^fj^^j^,s^{Vp{Hx)) = F. Cela 
implique par la theorie de Sen (cf. par exemple le theoreme 5 de [15] oii le cas F = Qp est traite, 
le cas F general etant identique) que I'algebre de Lie de I'image de Ga\{K\K) est End{Vp{Hx)) ct 
que done I'image est ouverte. 

Reste done a voir que si tt : X"'^ — > pn-i designe I'application des periodes alors 

3x eU Stabj5x(7r(a;)) F"" 

Mais le morphisme des periodes etant etale 7f([/) contient un ouvert admissible de P"~^. Or 
les sous-varietes "de type Hodge" associees aux corps E tels que F C E C D sont les points 
fixes de E^ agissant sur P"^i via E^ C . Lorsquc E varic ellcs forment une union finie 
de D^-orbitcs de sous-varietes algebriques dans P"~^. Ces Z?^-orbites sont en bijection avec les 
classes de conjugaison dc tores non-triviaux du groupe algebrique associe k . Done d'aprcs la 
proposition qui suit tt{U) (ou plutot ses points "classiques" ) n'est pas contenu dans I'union de ces 
sous-varietes. □ 

Proposition 3.12. — Soit L un corps value complet pour une valuation discrete. Soit X un 
L-espace analytique de Berkovich lisse equidimensionnel. Soit H un groupe topologique compact 
agissant continument sur X au sens oil I'application H x \X\ — > \X\ est continue. Soit Z C X 
un sous-ensemble compact tel que tout x G X possede un voisinage U tel que U Cl Z soit un 
sous-ensemble analytique Zariski ferme dans U de dimension < dimX. Alors pour tout domaine 
analytique V CL X non-vide V{L) \ H.Z(L) ^ 0. 

Demonstration. L'ensemble H.Z etant compact dans V \ H.Z est ouvert dans V. Or 
I'image de V{L) par I'application V{L) — > \V\ est dense dans \V\. II sufRt done de montrer 
que V \ H.Z ^ 0. Soit M.{A) C F un domaine afBnoide. Puisque la valuation de L est discrete 
la Oi-algebre des elements topologiquement bornes J\P dans A est une C^-algebre telle que si 
A ~ AP /JP'^ = [AP /iTLA^)T:cd designe sa fibre speciale reduite on ait 

dim A = dim A 

(cf. le lemme 3.13). Soit sp : M.{A) — > Spec(^) I'application de specialisation. Soit ^ un point 
generique d'une composante irreductible de Spec(^) de dimension dim AT. D'apres la proposition 
2.4.4. page 36 de [1] il existe x S M{A) tel que sp(a;) = ^. De plus d'apres le lemme 3.13 qui suit 
pour un tel x le corps residuel du corps value complet K{x) a pour degre de transcendance dim A 
sur le corps residuel de L. De cela on deduit que x ^ H.Z puisque toujours d'apres le lemme qui 
suit yz C Z deg.tr. /C(z) < dim A. □ 

Lemme 3.13. — Soit L un corps value complet pour une valuation discrete de corps residuel k. 
Smt A une L-algebre affinoide. Soit A^ = {f C A \ ||/||oo < 1}, = {/ G ^ | ||/||oo < 1} et 
A ~ A/ A^ . Alors A est une k-algebre de type fini. De plus 

dim A = dim A 

Soit A^(^) I'espace de Berkovich associe a A et^x C M{A) IC{x) le corps residuel de x (ou son 
complete). Alors 

Vx E M{A) deg.tr. ^fC^x) < dim A 
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Si de plus sp(x) est un point generique d'une composante irreductible de dimension dim A alors 

deg.tr. f.K.{x) = dim A 

Demonstration. D'apres [2], theoreme 1 section 6.3.5, un morphisme d'algebres afBno'ides B — > 
C est fini ssi le morphisme induit B — > C Test. On en dcduit que A est une fc-algebre de type fini 
puisque c'est le cas Ac A — L < Ti, . . . ^Tn > pour tout n. 

D'apres le theoreme de normalisation de Noether il existe un morphisme injeetif fini ip : L < 
Ti, . . . ,T„ >^ ^ o{i 71 = dim^. Le morphisme if etant fini injeetif c'est une isometric (lemme 
6 p. 170 de [2]). Done, ip : k[Ti, . . . ,T„] — > A est injeetif fini ee qui implique que dim A ^ n ^ 
dim A. 

Maintenant si ip* : Ai{A) — > B" designe le morphisme d'espaces de Bcrkovich associe a un ip 
eomme precedemment Vx € A4{A) si y = 'p*{x) alors IC{x)\IC{y) est une extension de degre fini. 
Done I'extension de corps residuels IC{x)\JC{y) est algebrique. On est alors ramene a montrer que 
\/y G B" le degre de transeendanee sur k de IC{y) est plus petit que n. On precede par recurrence 
sur n. Le eas n = 1 ne pose pas de probleme car on a un description complete de M{L < T >) 
(section 1.4.4 p. 18 de [1]). La recurrence se fait alors en utilisant le cas n = 1 pour d'autres corps 
que L et la projection pr : B" — > B"~^ qui a {xi, . . . , x„) associe {xi, . . . , Xn-i). En cffet, pour 
z € B", la fibre au dessus de pr{z) de pr est isomorphe a M^^LlC{pr{z)) 9 z. 
Supposons maintenant que sp{x) est un point generique d'une composante irreductible de A de 
dimension maximale. Alors etant donne que deg.tr. j./C(a;) < dim A et que lC{x)\k{sp{x)) on a 
egalite des deux degres de transeendanee. □ 

Remarque 3.14- — Le principe des demonstrations precedentes consiste a verifier que le "groupe 
de Mumford-Tate p-adique" est generiquement le plus gros possible oii generiquement signifie que 
tout ouvert admissible possede un point oil ee groupe est maximal. 

3.7. Construction du morphisme. — 

Lemme 3.15. — Soit Roo ~ Hm R„i ou Vm Rm est une O-algebre n-adique sans ir-torsion 

m>l 

integralement fermee dans Rm[-^]. Alors Roo est integralement ferme dans Roo[-^]- 

Demonstration. On verifie successivement que pour les anneaux sans 7r-torsion la propriete 
d'etre integralement ferme dans sa fibre generique (i.e. apres inversion de tt) est stable par limite 
inductive et completion 7r-adique. □ 

Lemme 3. 1 6. — Tout ouvert quasicompact de Xoo possede un nombre fini de composantes con- 
nexes et est integralement ferme dans [i] . 

Demonstration. Soit k^ > 4. Soit Uoo C Xoo un ouvert affine de la forme 

Uoo = lim lAk 

k>kQ 

Oil Uk C Da,fe pour un a = [A, M] et Vfc Uk+i est I'image reeiproque de Uk via le morphisme de 
changement de niveau. Les Uk sont des schemas formels admissibles sur O. De plus les (W^'^)fe 
forment un revetement pro-galoisien de groupe K ~ Id + 7r'^"End(A) C GL„(F). Rappelons 
que les Uk etant normaux Vfc 'iTo{Uk) ~ ''^oi^^k'^)- Ecrivons Uk = Spf(i?fc), Uoo = Spf(i?oo) avec 
Roo = ( lim Rk) . Alors, d'apres la proposition 3.11 
fc 

3ki > fco Vfc > fci 7ro(Spec(i?oo)) ^ 7ro(Spec(i?fc)) 

qui est un ensemble fini et done les composantes eonnexes de Spee(i?oo) sont ouvertes. Maintenant 
si / S Roo/t^Roo et D{f) C Spf(i?oo) est I'ouvert associe alors 3k' tel que / provienne d'un element 
de Rk' /TrRk' et done I'ouvert D{f) egalement. De cela on deduit d'apres I'analyse precedente 
appliquee a D{f) que D{f) possede un nombre fini de composantes eonnexes. Done, Xoo possede 
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une base d'ouverts ayant un nombre fini de composantes connexes duquel on dcduit que tout 
ouvert quasicompact possede un nombre fini de composantes connexes. 

D'apres le Icmme precedent on obtient egalement ainsi la seconde assertion (cf. plus generalement 
la proposition A. 17 de I'appendice). □ 

L'element x de la proposition 3.10 fournit alors d'apres la proposition 3.7 un morphisme 
GL„(F) X Z?^-equivariant 

oil equivariant signific que Taction dc {g, d) G GL„(F) x est transformee en celle de ( *g, d~^). 



4. Construction du morphisme 3^oo > P" ^ 

Dans cette section nous entamons la construction du morphisme de la tour de Drinfeld vers 
celle de Lubin-Tate en construisant un morphisme d'un eclate de y^c vers I'espace des periodes 
associe a I'espace de Lubin-Tate. 



4.1. Applications de Hodge- Tate. — Soit commc precedcmment G le O^j-module formel 
special universel sur y — JJ^ f2. Notons Vfc y^ ~ ^i+tt'^Od- Les schemas formels 3^^ etant normaux 
la structure de niveau en fibre gcncrique induit des morphismes 

Vfc>l 7t-'Od/Od ^G[tt''] xyyk 
qui induisent des isomorphismcs sur y"^ ■ 

Fait admis : Comme pour la tour de Lubin-Tate on admettra que Of /T^^Opi^) devient trivial 
sur yk- Cela resulte de Vexistence d'une application determinant que Vauteur espere construire 
dans [11] 

Comme dans la section 2.1 on construit a partir de ces morphismes des applications de Hodge- 
Tate 

Vfc> 1 aGV[^.]{^l) -.nomoAOD.Op) (X) OyJn'^Oy,^ log ® OyJir^Oy^i-l) 

Ces morphismes satisfont une condition dc compatibilitc naturcUe ct induisent alors une applica- 
tion de Hodge- Tate en niveau infini 

aGv(-l) :Homo^(Oi5,OF)®Oj;^, — ^ t^c ® Oy^ (-1) 

L'action a gauche dc Od sur G induit une action a droitc de Od sur G^, c'cst a dire un morphisme 
Od — > End(G'^)°PP. Le module de Tate de G^ est done un O^i-module a droite et via sa rigidifica- 
tion ce module est le Ozj-module Hom(Or,, Of)(1) ou Vd G V/i e Hom(0£,, Of)(1) h.d{») = 
h{d»). De mcme ujg est un O/^-module a droite. Les morphismes de Hodge- Tate precedentes sont 
O^i-equivariantes pour les actions precedentes. 

Rappelons que pour un Od (5-module M on note M = ®jgz/nZ-^i decomposition en 
facteurs directs oii Op^ C Od agit sur le facteur Mj via : Fn ^ F. 

On a done des decompositions 

«GV[.'^-](-l): Homo,^,,-.(0c,d)0g0y,A^0y, . cOG.^^OyJn'^Oy.i-l) 

aGv(-l): Romo,„,a-.{OD,6)^^Oy^ ^^^^ iOG,j ^ Oy^{-l) 
jeZ/nZ j&Z/nZ 

sur lesquelles H agit avec deg H = — 1 . 
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4.2. Eclatements et conoyau de I'application de Hodge- Tate. — Nous utiliscrons Ic 
lemme clef suivant. 

Lemme ^.1. — Soient M et N deux Op-tnodules ■n-adiquement complets et u,v : M — > N deux 
morphismes tels que u = v mod tt^. Alors 

coker u est annule par n <p=^ coker v est annule par tt 

et si c'est le cas Imu = Imv. 

Do plus nous utiliscrons Ic resultat suivant 

Theoreme 4^.2. — Soit K\F un corps value complet pour une valuation a valeurs dans R. Soit 
H un O-module n-divisible sur Ok. Alors le conoyau de I'application de Hodge-Tate 

an : Tp{H) ® ^ loh^ 

est annule par tt. 

Remarque 4-3. — En fait nous n'utiliscrons Ic resultat precedent que pour des extensions K de 
F de degre fini. 

Considerons maintenant pour tout j, < j < ?i — 1, 
Soit Ij I'idcal coherent de Oy^ tel que n^Oy^ C Tj et 

/m(Q;GV[^2]j) = UJG,j ®Tj/TT'^Oy,_ 

Definition 4-4- — Pour tout fc > 2 on note yk le normalise de I'eclatement formel admissible 
des ideaux Oy^ .li^l^^j, < j < n - 1, oil nA;^2 : yk — > 3^2 • 

Ainsi yk est le normalise du transforme strict de yk — > 3^2 relativement a I'eclatement — > 
3^2 (cf- section A. 7. 3 de I'appendice). En particulier les morphismes 3^fe+i — > yk sont finis. 

Definition 4-5. — On note 3^00 = lini yu dans la categoric des schcmas formels 7r-adiques sur 

k 

spf(d). 

Remarque 4-6. — D'apres le coroUaire A. 28 de I'appendice on pent construire 3^oo directement 
en niveau infini. 

Proposition 4 •7. — Pour tout k > 2 et j, < j < n — 1, le morphisme de Hodge-Tate sur 
I 'eclate yk 

a un conoyau annule par tt et son image est de la forme ujg.j ® J'j.k/'^''Oy^{^l) oil Jj^k Gst un 

ideal localement libre de rang 1 verifiant Jj^k = Oy^-^k\'^],'^ avec Ilk,2 '■ yk — *■ 3^2 • 
En niveau infini I'image de 

aGVj(-l) : Homo^^,a-^{OD,6)(E)Oy^ — > ojgj ® Oy^{-l) 

est localement libre de rang 1 egale a ujg.o ® Oy .^^2'^j,^i^^)- 

Demonstration. Oublions les torsion a la Tate dans cette demonstration. Fixons I'enticr j. Par 
definition de 3^2 Ic morphisme 

: Homo,„,.-,(Oi5, O) %/^'% l^Gj ® %/^'% 
verifie ImaGV[T^2] j = lugj ® Jj,2l'^'^Oy^ 011 Jj^i est localement libre de rang 1. Montrons que 
T^Oy^ C J^,2- II sufRt de le verifier localement sur 3'2- Soit done, localement sur 3^2 ^ G '^G,j une 
section engendrant WG.j et ecrivons 

/m(aGV[^2]j) =t® f 
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oil f G Jj.2- Pour tout x £ y"^ , x : Spf^Ox) — > 3^2 pour K\F finic, on a x*aQV[^2^ = a(2^.G)v[^2] 
ou x*G vit sur Spf(C'K ). Du thcorcmc 4.2 on dcduit | j(a;)l !i 1- Done la fonction rigide j verifie 

lljlloo < 1 

ce qui implique, 3^2 etant normal, que tt// G Oy^. 

On dcduit le reste de la proposition cn utilisant Ic Icmmc 4.1. □ 



Remarque 4-8. — Le lecteur attentif aura remarque que contrairement au eas des espaees de 
Lubin-Tate, c'est a dire le cas de la section 2.4, on doit d'abord eclater/normaliser avant d'avoir 
des renseignements sur le conoyau de I'application de Hodge- Tate. La raison en est que le la 
proposition 2.1 est plus precise que le thcorcmc 4.2. 

Lemme 4- 9. — L 'action de GLn{F) x sur s'etend en une action de 3^oo- 

Demonstration. En ce qui conccrne Taction de GL„(i^) x Ic resultat est clair puisque ce 
groupc laissc invariant les idcaux Tj. Reste a voir que Vi,0<i<n— 1, Taction dc W G s'ctcnd 
(puisque tt & agit comme tt g GL„(F) Taction de s'etend ssi c'est le cas pour les n% < 
i < Le module de Tate de {G/G[W]y est egal a Homo^ C Homo^ (Od, Of)- 

II suffit dc voir que pour fc > 3 Timage de ce sous-module par I'application ctQ-j^^k] est somme 
directe de modules localcment librcs. Mais cela resulte de 

et de ce qu'etant donne que 3^oo n'a pas de 7r-torsion et que Vj W possede un inverse apres 
inversion de tt alors Timage par W d'un module localement libre de rang 1 est localement libre de 
rang 1. □ 

Remarque 4- 10. — Nous n'utiliserons que ac^.n-i pour definir le morphisme de 3^oo vers Tes- 
pace des periodes de Lubin-Tate. Mais la raison pour laqucUe nous avons renduc localement libre 
Timage de tous les (ccgv j)o<j<n_i provient du lemme precedent, afin de pouvoir relever Taction 
de a y^^. On aurait egalement pu rendre Timage de localement libre de rang un apres 

eclatement /normalisation des ideaux [Oy^.H^ 2^0) k>2 puis remarquer qu'etant donne un ideal K. 

X GL„(F)-invariant Tideal Ylo<j<n-i^''*^ ^ GL„(F)-invariant et qu'on pent done 

Teclater/normaliser de nouveau afin d'obtenir un schema formel eclate/normalise x GL„(F)- 
invariant. 

4.3. Construction du morphisme 3^00 — >P(D(e)). — 

4.3.1. Une identification. — Rappelons (cf. [10]) qu'avec les choix faits il y a un isomorphisme 

©(H) ~ Od O 

oil si V dcsigne le Verschiebung et l : Od — ^ End(D(]HI), V) 

Vd ® A G cg)c)^„ O V{d A) = dU® X"'^ 

WeOd L{d'){d(E>X) = d'd(g)X 

Avec ces notations 

Od ®o^„ 0= (g) 1.0 



0<j<?i-l 



D(H)j 



et done Vj, < j < n — 1, i(n^) : D(IH[)o P(EI)j est un isomorphisme. De cela on dcduit le 
lemme suivant 
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Lemme ^.11. — L' application 

oil D(EI)„_i est muni de I'action de Of„ derivant de celle de Od sur D(H), qui a h : Od — > ©(Bt) 
associe h compose avec la projection D(H) -» D(H)„_i est une bijection. 

II y a done une bijeetion 

qui a a; = J2^j=o ^^^"^^ ■'•'^j ^ ©(H) ou \/j Xj G D(H)„_i assoeic le morphisme de Od vers 
D(EI)„_i qui a E""^"-' assoeie xj. Reciproquement, k h & Homo^^ (O^), ID)(]HI)„_i) on associe 

E"=o nj~"+^^(n"-i-^') e ©(H). 

Remarque 4-12. — Via Tisomorphisme precedent D(EI) Homoj^^ (O^), D(EI)„_i) Taction de 
Od sur ©(H) se fait via 

W eOD^he Homc,^JOi5,ID)(H)„^i) = h{»d) 

Au final on a done une identification 

RomoAOD, 0)n^i ®g D(H)„_i = Romo^^^aiOD, O) «)g ©(H)„_i 

= Homo^„(Oi?,B(H)„_i) 
^ D(H) 

Remarque 4-13. — Plus generalement, considcrons le foncteur qui a un Od ®Of O-module M 
associe le O-module Homg,^^(j(M, ©(H)). II y a alors un isomorphisme naturel en M 

Homo^^g(Af,©(H)) ^ M:_, ®gID)(H)„_i 

oia M* = Homg(M, O) et done M ^ M*_-^ est le foncteur M ^ Hom^^^ ^{M, O). 

4-3.2. Construction du morphisme. — Considerons maintenant le morphisme 

aGv,„-i(-l) «)o©(H)„_i : Homo^^,,(Oc,D(e)„_i) 0^ Oy^ — > LUG,n-i®H^)n-i'»OyJ-l) 

D'apres I'identification precedente il definit un morphisme 

D(H) Oy^ — > WG,n-i (E) ID)(H)„_i (g) Oy^ (-1) 
qui fournit done un morphisme 

^ p(D(H)) 

Definition 4-14- — On niuni P(D(H)) de Taction a gauche de O^ definie par Taction I'action a 
droite de O^ sur B(H) 

— ' — ' Aut(D(e)) 
d I — y d-^ 

Lemme 4-15. — Le morphisme precedent de 3^oo vers P(D(H)) est O^-equivariant au sens ou 
I'action d droite de d £ O^ sur y^c est transformee en celle d gauche de d~^ swr P(D(H)). 



Demonstration. C'est une consequence de la remarquc 4.12 couplee a la definition de Taction 
de O^ sur la rigidification du module de Tate du O^i-module formcl special universcl donnce dans 
la definition 1.3. □ 
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5. Relevement du morphisme y^o > P" ^ vers une cellule de I'espace de Lubin-Tate 

5.1. Eclatement equivariant de I'espace projectif formel. — II est aise de voir qu'apres 
un eclatement formel admissible Taction de sm P(D(H)) s'etend en une action de D" . En 
effet, il suffit d'eclater les ideaux 

uiWniM) ® Op(„(H)))(-l) 1 < J < n - 1 

oia 

est I'application universelle. 

Fixons maintcnant une cellule a = [A, M] dans I'immeuble paramctrant les cellules dc Xoa- 
La cellule Bq nc depend que dc M dans le couple [A, M] et non de Op. Rappelons que d'apres 
le theoreme de Gross- Hopkins ([12], [9] thcoreme 1 section 2.3.3) le morphisme des pcriodes dc 
Hodge De-Rham 

n : > P(ID)(H)q)"» 

est un isomorphisme sur son image et que I'ouvcrt admissible tt{0"^) verifie 

P(D(H)q)"9 = y ff.7f(ID);''9) 

a<j<n-l 

oil .TT (]D)"3) = TT(S}^f II cxiste done un eclatement formel admissible 

P(©(H)) — > P(©(H)) 

muni d'un ouvert W C P(]D)(H)) tels que Paction de sur P(D(H)q)"9 se prolonge a P(]D)(H)), 

P(©(H)) = IJ WW 

0<j<n-l 

et il y a un isomorphisme 

V-a :]D)a ^ff.W 

ou si a = [A, M] M — H'^Od, k = j mod n, ct induisant en fibre gcncrique Ic morphisme des 
periodes (utiliser egalement le fait que est normal pour voir qu'il existe un W ; un isomorphisme 
A — -> B entre algebres affinoides induit un isomorphisme entre leurs boules unite pour 

la norme infini). Cette derniere assertion signifie que si Fil C D(H) ® Ox designe la filtration 

' to -1 \ / P(D(H)) ° 

localement facteur direct dc rang n ~ 1 dcfinissant I'espace projectif alors 

TT 

ou si {Ha, PHa) designe la deformation universelle sur Da, 

PH^ ■■ H Xp_^ (©a mod tt) — > Ha Xd„ (Da mod tt) 
FilD(H)[i] = {pH^^:)-^V{Ha)[^] ou est I'isomorphisme 

D(H) ® Od„[-] ^ Lie^(i/a)[-] 

TT TT 

induit par pn^ via revaluation des cristaux sur I'epaississement (Da mod tt) ^ Da et oii E{Ha) 
designe la O-extension vectorielle universelle de Ha et V{Ha) sa partie vectorielle. 
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5.2. Tire en arriere de I'eclatement de I'espace projectif vers 3^00- — Soit K. C Cp(D(H)) 

I'idcal admissible dcfinissant rcclatement precedent. Soit h : y^o — > P(D(H)) le morphisme dcfini 
prccedemnicnt. L' ideal 

J'OC' 

verifie 

3N TT^Oy^ C /C' C Oy^ 

Quitte a remplacer /C' par YVj=o n-'*/C' on peut de plus supposer que /C' est tel que n*/C' = 
JC'. En effet, n e agit sur y^c comme tt G GL„(F), or JC' est GL„(F)-invariant. On fera 
cette hypothese. De plus le morphisme h etant GL„(F)-invariant cet ideal Test. L'ideal JC etant 
coherent et "GL„(i^)\3^oo" quasicompact au sens oii 3V C 3^oo un ouvert quasicompact tel que 
3^00 = GL„(F).V on en deduit 

3fco > 2 3/C" TT^O,-, c /C" c O.-, et IC' = Oc, .n^^, K. 

" — yk„ y=o 00,^0 

oil Tloo,ko '■ 3^00 — ^ yka et dc plus On peut supposer que IC" est GL„(i^) x -invariant. 

Definition 5.1. — Pour tout fc > fco on note yk le normalise dc I'eclatement formcl admissible 
de I'idcal Oj,^ .n-j^^/C". On note 

5^= lun yk 

dans la categorie des schemas formels 7r-adiques sur Spf((9). 

D'aprcs les proprictcs des idcaux donnecs prcccdcmmcnt Taction dc GL„(F) x s'ctend a 
3^00 ■ De plus il y a un morphisme D^-equivariant et GL„(i<")-invariant 

e : ^oo ^ P(D(H)) 

oil D^-cquivariant signifie que Taction a droitc de Z?^ a la source est transformcc en Taction a 
gauche au but via d d^^ . 

Remarque 5.2. — D'apres les resultats de Tappendice on peut construire 3^ 00 directement 
commc le normalise dans sa fibre generique de I'eclatement formel admissible de l'ideal K.' dans 
3^00 ■ Cela evite d'avoir a repasser en niveau fini, passage qui est done en quelque sorte artificiel 
d'apres le coroUaire A. 28. 

5.3. Relevement vers la cellule. — Pour tout Q < j < n — 1 s\ a = [A, M] est un sommet 
de Timmeiible tel que [Od '■ ^I] = j mod n on a done un morphisme 

OU _ 

5^00 - U r'(>v).n-^ 

o<i<?i-i 



6. Construction du morphisme 3^00 — ^ ^oo 

6.1. Caracterisation modulaire de Xoo- — Commc dans la section 3.1 on montre la propo- 
sition suivantc. 

Proposition 6.1. — Soit a = [A, M] et la cellule associee. Soit {Ha, Pa) lo, deformation uni- 
verselle SUV ]D)fl . Soit — Spf{j\-^ . On note encore Ha pour le groupe p-divisible sur Spec{A^ 
associe au groupe p-divisible Ha sur Spf{A). Soit Yk le Spec{ A) -schema representant le faisceau 
ffom (7r~^A/A, [tt^]) (apres choix d'une base de A ce schema est isomorphe a i7[7r'"']"j. Soit 
Uk C Yk^r] I'ouvert/ferme du schema etale fibre generique de Yk defini par 

Vw e 7r-'''A/A\{0} 77(v) 7^0 
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oil rj : n ^K/A — * iJ[7r'^] XspeciA) Yk designe la section universelle. Alors si Spec{Ak) designe 
I'adherence schematique de Uk dans y^"'""""*'"^^ c'est d dire I'unique ouvert/ferme de y^"o™'»''se 
induisant Uk en fibre generique, on a 

Spf{Ak) ~ '^a,Id+-K>=End{A) 

Proposition 6.2. — Soit 3 un schema formel n-adique sur Spf{0) tel que 

- tout ouvert quasicompact de 3 possede un nombre fini de composantes connexes 

- ©3 est integralement ferme dans 0;^[-^] 

Soit b un sommet de I'immeuble parametrant les cellules de Xoo et f : ^ — > Dh un morphisme. 
Soit {H,p) la deformation universelle surBif,. Soit 

(xi, . . . ,x„) G rO,Hom{F/OF, 

tel que C '5 un ouvert quasicompact la famille (xi, . . . , a;„) soit lineairement independante sur 
F dans le F-espace vectoriel 

TO,Hom{F/OF,rH)[-]) 

TT 

On peut alors construire naturellement un morphisme 

3 ^]jDa,oo 

a 

Demonstration. Soit Spf(i?) C 3 un ouvert afRne connexe. Soit H' le groupe p-divisible sur 
Spec(i?) associe au groupe p-divisiblc X3Spf(i?). D'apres le lemme 3.6 Spec(i?[i]) est connexe. 
Le n-uplet (xi, . . . ^Xn) induit done une quasi-iosgcnic 

{F/OfT H' xspec(i?,) Spcc(i?[i]) 

II existe done un unique reseau A C i^" (le "module de Tate" a I'intericur du "module de Tate 
rationnel") tel que la quasi- isogenie composee 

5:k®F/K^ {F/OfT ^ H' Xspcc(H) Spcc{R[-]) 

TT 

soit un isomorphismc. Alors 6 induit un systcmc compatible d'isomorphismcs 

TT-'A/A ^ H'Itt'^] xsp,,(fl^) Spec(i?[-]) 

Si 6 = [Ao,il'/o] posons a = [A,il/o] II y a done d'apres la proposition precedente un systeme 
compatible de morphismes 



J'aJd+Tr'^ + iEndCA) 



Y 




Spf(i?) ^ jrf+^fcEnd(A) 



D'oii; puisquc Da.oo = lim IDa,/ci+7r'=End(A) dans la categoric des schemas formels 7r-adiqucs. un 

k 

morphisme 

Spf(i?) ]Da,oo 

II est facile de voir que ces differcnts morphismes se recollent cn un morphisme de 3 vers Da,oo- 

' □ 
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6.2. Sur la suite de Hodge- Tate en niveau infini. — Comme precedemmcnt pour on 
definit une application de Hodge- Tate pour G 

Proposition 6. 3. — Dans la suite de Hodge- Tate de G^ sur y^o 



on a aGv( — 1) o *aG — 0. 



HomoAOD,OF)^y^ 



"GV(-I) 



>WG®Cv (-1) 



Demonstration. De la memc fagon que Ton a une decomposition ac^ = ®j£z/nzo:G"^,j on a une 
decomposition aG = ®j£z/nzC^G.j- H suffit alors de montrer que Vj aGVj(— 1) o *aG,j = 0. La 
demonstration est alors identique a celle de la proposition 3.8. □ 



6.3. Construction d'elements dans le module de Tate du groupe de Lubin-Tate uni- 

versel tire en arriere sur J^oo- — Notons pour abreger P := P(ID)(]HI)). Rappelons que pour 
a = [A, Af ] -tpa designe le morphisme 

Oil W C P et j = [Od '■ M] mod n. Rappelons que Ton note 

e : 5^oo ^ P 

le morphisme construit dans la section 4.3. Fixons j, < j < n — 1 et a comme precedemment 
associe a j. On note 



J^ooj =r'(w).n- 



et 



w.w 



On note {Ha, Ph^) deformation universelle sur Da ainsi que (G, pg) celle sur y . 
Les structures de niveau sur (3^fc)fe>i definissent xm morphisme associe a 1 G Od 



Notons 



F/Of -^Gxyy^ 



f/Of ^G xyy. 



le morphisme associe sur 3^t>D- Soit maintenant k G Homc)Q(G,IHI")[i]. On pent alors considerer 
le morphisme compose 

, fi mod TT ~ p^^xld ~ KXld ~ 

F/Of — — — ^ G X (J^ooj mod tt) ^ G x (3^oo j mod tt) ^ H" x {y^^j mod tt) 



ii;-'o^^rH2mod7: 



ou e r(y^,^,Rgm{F/OF, {i'a'°Q*H'a mod 7r)[i]). 
Theoreme 6.4- — Le morphisme v se releve en caracteristique zero : 

V e Tiyoo^,,Hom{F/OF, i^a' ° Cj)* H:)[^]) 
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Demonstration. Comme dans la demonstration du theoreme 3.9 on applique Ic critcre dc 
relevement de Messing. Considerons le morphisme compose de O-modules 7r-divisibles 

^ mod TT ~ p^^xld ~ KXld ~ 

F/Of ^ G X {yoo mod tt) *" G x (J^oo mod tt) *" H" x {y^ mod tt) 

Le morphisme induit au niveau de revaluation des cristaux sur I'cpaississement (3^oo mod tt ^ 
3^00) induit un element 

1 I — >Y e D(H)" ® [-] 

Soit Fil C D(IHI) ® 0~ la filtration definissant I'espace projectif. Etant donnc que ijja est un modcle 
entier de I'application des periodes on doit verifier que 

Y e (^*Fil[i])" C D(H)" ® [i] 

TT J' 00 TT 



Rappelons que I'application de Hodge- Tate 
est telle que 



1® 11 

Ecrivons Y ^ (yi)i<j<„, G D(H)«)0:^ [i]. Rappelons qu'on identifie ©(H) a Homo^ (O^, D(H)) 
(cf. section 4.3.1) et qu'alors d'aprcs la suite precedente 

oil *Q!G designe Homo^ (ag, D(H)), le transpose relativement a la dualitc Hom^^ (— , D(H)), et 
7, :c.Gv®0^ [i]C .D(G)®0^ [i]^^D(H)"®0^ [i] D(H) ® [i] 

Done d'apres la remarque 4.13 si (5^ G w^v „_i 'X']D'(IHI)„_i = lloniQ{u!G'^ ,'B{M)n-i)[-^] est la forme 
lineaire 

on a avec les notations de la section 4.3.2 

- ((*aG,n-i)®B(H)„_i)(,5,) 
Le theoreme est done une consequence de la proposition 6.3. □ 
Proposition 6. 5. — La construction precedente definit un morphisme 

HomoAG,W')[-] ^ r{yoo.j,Hom{F/OFA^a' °^3rHa)[-]r 

TT TT 

Si V ~ {yi, . . . ,Vn) correspond a A^"^ G Homo^{'G,W")[^] alors pour tout ouvert quasicompact 

U de yooj les elements {vi\u, ■ ■ ■ , Vn\u) sont lineairement independants dans le F-espace vectoriel 
Hom{F/OF,{^a'o^j\urHa)[^]. 

Demonstration. Pour demontrer I'independance lineaire on procede par specialisation afin de se 
ramener au cas d'un point. Soit done U eomme dans I'enonce. On pent supposer U = Spf(i?). La 
O-algebre R etant 7r-adique sans 7r-torsion il existe un corps value complet K pour une valuation 
de rang 1 etendant celle de F et un morphisme continu R — > Ok (utiliser le theoreme 1.2.1 p. 13 

de [1] applique a I'algebre de Banach Soit 9 : Spf(C'K) — > Spf(i?) ^ 3^ooj-. H suffit alors de 
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montrer I'independance lincairc dc {9*i'i, . . . , 0*Vn)- Mais ccla est dcmontre a la fin dc la section 
9.1 de [10]. □ 



6.4. Construction du morphisme de 3^00 vers Xo 
la proposition suivantc. 



Comme dans la section 3.6 on montre 



Proposition 6.6. — Soit G le Oo-module formel universel sur fl. Soit C C un sous-groupe 

ouvert, U C ilc ouvert admissible non-vide et s U{F). Alors le sous-groupe de monodromie 
arithmetique image de 

MU,s) — . AutoATpiG)) - 
est un sous-groupe ouvert de O^^^. Done, si Ilc',c ■ — ^ I'ensemhle lim 770(11^,^^(17)) 



est fini. 



C'CC 



Corollaire 6.7. — Tout ouvert quasicompact de J^oo possede un nomhre fini de composantes 
connexes et de plus est integralement ferme dans [i]. 

Soit j, < j < 71—1 et b un sommet de rimmeuble associe a j c'est a dire tel que si 6 = [A, II'^C'd] 
alors k = j mod n. D'apres le corollaire precedent, la proposition 6.5 et la proposition 6.2 on peut 
construire un morphisme 

: 5^00 J > J JlPoo,a 

a 

dont on verifie aussitot qu'il ne depend pas du choix fait de b. II est egalement aise de verifier que 

ce morphisme est GL„ (i^)-equivariant 011 Taction a gauche de GL„(F) sur 3^oo.j est transformee 
en celle a droite sur IS>oo,a via g 1— > *g. 

Proposition 6. 8. — Pour ji , j2 le diagramme suivant est commutatif 



u 



yoo.n n yc 



Demonstration. Solent < ji < j2 < ?^ — 1 Avec les notations de [9] on a pour bi associe a ji 
et 62 associe a j2 




il est aise d'en deduire qu'il y a des factorisations 



3^00 ji n ya 



u 



□ 
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II y a done un morphismc GL„(i^) x £)^-cquivariant 
ou Taction de GL„(F) est transformee via g i— > *(? et celle de via d 




7. Construction de I'isomorphisme 

Nous utiliscrons maintcnant Ics rcsultats dc I'appcndicc afin dc nc pas avoir a repasser en niveau 
fini a ehaquc fois que Ton veut cclater un ideal, ee qui deviendrait rapidement inextricable comme 
I'auteur a pu le verifier en tentant de rediger cette section sans les resultats de I'appendice. 

7.1. De nouveaux eclatements. — On a construit dans les section precedentes un diagramme 
GLn{F) X Z? ^ -cquivariant de morphismes de schemas formels 7r-adiques sur Spf((5) 



Rappelons que Xoo n'est pas vraiment un cclatement formel admissible d'un ideal de mais 
plutot d'une famille d'idcaux. Plus prcciscment 

X = I Id 

a 

et pour tout a il y a un ideal admissible 3a C oo tel que 

- V(5, d) G GL„(F) X (g, = 3a 

- Va, a' 3a' |D , nDa oo devient localement libre de rang un sur Tcclatc formel admissible de 3a 
dans Da'.cx) H Da,oo (mais en general 3a'|D„.oonna,oo ^a|D„,oonD„,oo) 

- Da.cx) est le normalise dans sa fibre generique de I'eclatement formel admissible de 3a 
Notons 

Notons pour tout a 

Va = r'(Da,oo) et 5a = Ov,..r'3a 

un ideal admissible de 0\>^ . Soit Va le normalise dans sa fibre generique de reclatement formel 
admissible de Za- Pour tout couple a, a' I'idcal Za'\v /nVa devient localement libre de rang un 
sur Va- Les Va se recoUent done (utiliser la propriete universelle des normalisations dans la fibre 
generique/eclatements formels admissibles, cf. appendice) en un schema formel 

W=[jVa 

a 

qui est GL„(i^) x ZJ^-equivariant. De plus il y a un morphisme equivariant 
Dans I'autre sens soit 

II existc un ideal admissible GL„(F) x 13 ^ -invariant C Oy^ tel que ^oo soit le normalise dans 
sa fibre generique de I'eclatement formel admissible de Z dans J^oo- Soit XoJ le normalise dans sa 
fibre generique de I'ideal admissible -f'^Z- H est muni d'une action de GL„(i^) x et il y 
a de plus un morphisme equivariant 

-^oo J'oo 
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On a done un nouveau diagrammc au dcssus du precedent 



Mais si /i' : X 



(2) 




y^o on a un diagramme pour tout a 




et done I'image reciproque a h'—liVa) par ft,' de I'ideal Uq. O^i-iiy^yh' 3a est loealement librc 
de rang un sur h'~^{Va) puisque e'est le eas sur Da.oo (on utilise toujours le fait que sur un 
sehema formcl 7r-adique sans 7r-torsion un ideal admissible est localcmcnt libre de rang un ssi 
il est loealement monogene). Done d'aprcs la proprictc univcrsellc du "normalise dans la fibre 

generique/eclatc" le morphisme h' se releve a . Dc la mcme fagon on releve le morphisme 
, x \ T!*(2) 



On obtient done au final un diagramme 



(3) 




yo 




*^oo y oo 

Lc but dcs sections qui suivcnt est maintenant de demontrer le theoreme suivant. 

Theoreme 7.1. — Les deux morphismes - ^ yj^^^ sont inverses I'un de I'autre et four- 

nissent done un isomorphisme equivariant entre X^'' [Voo'' • 

7.2. Retour aux suites de Hodge- Tate en niveau infini. — Nous allons amcliorer les 
rcsultats precedents d'cxactitude dcs suites dc Hodge- Tate en niveau infini. 

Lemme 7.2. — Soit [X,Ox) un espace annele et u : £i — > £2 un morphisme de Ox-modules 
loealement litres de rang r. Soit t e T[X, Ox)- 

- Si coker u est annule par t alors coker (det u) est annule par 

- Si coker (det u) est annule par t alors coker u est annule par t et loealement sur X il existe 
un morphisme v 



£1 



■Si 



tel que uo v = t. 



Theoreme 7.3. — Soit K\F un corps value complet pour une valuation de rang 1 etendant celle 
de F. Soit Hq un O-module n-divisible sur Ok- Dans la suite de Hodge-Tate 
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on a kcT aHo/ Im^ctH^ i^) £st annule par it"' ^. 

Demonstration. On renvoie a [10]. □ 
On reprend maintcnant les notations de la section 2. 

Proposition 7.4- — Soit a = [A,M] un sommet de I'immeuhle parametrant les cellules de Xao 
et 

Oqo ■ — I])a,oo cellule ecldtee en niveau infini. Soit la suite de Hodge-Tate sut^qq 

® ^^D. — A* ® ^D^ ^^WziU CJH Ofi^ (-1) 
Alors ker ( )//m (ai/v (— 1)) est annule par 'k"~^ . 
De plus, localement sur Dqo il y a un morphisme (3 



tel que *aH o j3 = n"- ^ et f3 o ^an ~ n" ^ . 

Demonstration. On sait, par construction de Dqo que Im (a//v (— 1)) est localement libre de 
rang un. On en deduit aisement que ker {an^ (~1)) est localement libre de rang n — 1. D'aprcs la 
proposition 3.8 il y a un morphisme 

u : uj*fjv ® Ojg,^ ^ kcr (a^v (—1)) 

Interessons-nous a det u = A"^^u. Localement sur un ouvert quasicompact lA de Dqo det u est 
donne par une fonction / G T{U, Ojg, ). Soit a; G U{Ocp), x : Spf((!?Cp) — > ^- Etant donne que la 
suite exacte 

0^ker(aj/v) A*0C)5^ -^^Im (a^v (-1))(-1)) 

est localement scindee on en deduit que ker(a2;.//v (— 1)) = cc* ker (a^fv) et done d'apres le 
thcorcme 7.3 couple au premier point du lemmc 7.2 

\f{^)\ > w'-'\ 

Du Icmme qui suit on en deduit que 7r"~^ G Ou-f et on conclut grace au second point du Icmme 
7.2. □ 

Lemme 7.5. — Soit lA un ouvert quasicompact de Ooo, a N et f E T{lA,0^ ) tel que Va; G 
W(OcJ 1/(2^)1 > k"|. Alors G Ou-f. 

Demonstration. L'ouvert U etant quasicompact il existe fc > 3 ainsi qu'un ouvert V C Dfc et 
g G r(V, Cjg,^) tels que I'image reciproque de V en niveau infini soit U et f = g mod 7r"+^. L'appli- 
cation U{Ocp) — > V(C'cp) est surjective (on a V(C'cp) = V"^{Cp) et, revenant a I'intcrprctation 
modulaire de UJ^^, on pent toujours prolonger une structure de niveau finie en une infinic sur Cp). 
Par hypothese on a done 

VxG V(Ocp) \gix)\ > Itt"! 
Mais V etant normal on en deduit que tt" G (g) et done tt" G (/, 7r"+^) ce qui implique tt" G (/) 
puisque Doo est 7r-adique. □ 

Corollaire 7.6. — La suite 

^ c^v ® O^^ [^] ^ A* ® 0~„^ [^] -^JilSz}^ coH ® Og^ ^ 

est exacte localement scindee. De plus le conoyau du morphisme 

an ■■ -A® Og,^ — > w_yv ® 

est annuls par tt"~^ . 

De la meme fagon on montre avec les notations de la proposition 6.3 la proposition qui suit. 
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Proposition 7. 7. — Dans la suite de Hodge- Tate de sur 

on a kcr(Q!Gv (— l))//m( *Q!G') est annule par ir"^^ et il existe un morphisme (3 : HomQp{OD,OF) 
— > loqv ® Oy tel que *aG o /? = tt"^-"^ et (3 o = tt"^-"^. La suite 



uj*a. ® Oy^ [i] HomoAOo, Op) ® Oy^ [^] ' lug » ^5;^ 



[1] °gv (-1) 



.1. 

'TT' 



esi exacte localement scindee. 



7.3. Demonstration du theoreme principal. 



i(2) 



(3) 



i(2) 



esi I'identite. 



Nous utiliscrons constamment les 



7.3.1. La composee Xo 
deux faits suivants : 

- Solent 3 et X deux schemas formels 7r-adiques sans 7r-torsion. Soit 3 3 un eclatement 

_fi _ 

formel admissible. Solent X ; 3 deux morphlsmes tels que po fi = po J2. Alors /i = /2. 



h 

Soit X TT-adique sans 7r-torslon. Deux morphlsmes X '. 
assoclcs le sont apres inversion de tt le sont. Plus prcclscment si 



sont egaux ssi les morphlsmes 



C-2 



correspond a nos deux morphlsmes alors ceux-ci sont egaux ssi 3u 



Soit a = [A,il/] un sommet de I'immeuble paramctrant les cellules de Xoo- Soit 

i(2) 



I'image reciproque de Da,oo dans Xio • Commengons par montrer que le diagramme suivant est 
commutatif. 




P(D(H)) 
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ou le morphismc Dqo — > P(]D)(H)) est celui note -ipa dans la section 5.1. II suffit de montrer que le 
diagramme qui suit est commutatif. 



P(D(H)) 

Avec les notations des sections prccedcntes le morphismc compose 

^y.oc ^yoo ^ p(D(H)) 

est obtenu a partir dc I'application dc Hodge- Tate dc G tire en arricre sur 



aGv,„-i ® Id : Homo^(C>c, C>)„_i ® ID)(H)„_i 00^(2) [-] — > wg,„-i ® D(H)„_i ® 0=(2, [-] 



Mais d'apres la remarque 4.13 et la proposition 7.7 le noyau de I'application prcccdcntc est obtenu 
en appliquant Homo^ (— , ©(H)) a 



.1. 



.1. 



ac ■■ Od'^ Ojfj(2) [-] — > UJG^ ® 0^(2) [-J 

via Homc)j3(C'£i,D(H)) ~ D(H). Mais si H dcsignc le groupe dc Lubin-Tate univcrsel sur WoJ 
I'imagc de la composce 



-1 



10 1 
est telle que si 



aH-.K® 05(2, [-] = 0„(2, [-]" — ^ c^ffv 0-(2, [i] "A' D(H) ® 05(2, [-] 

alors Im a^r = ^d'^' 2^1 + - ■ • + 0^(2) x„. Ccla decoule en effet de ce que modulo tt les elements 
du module de Tate Ae H ci G sont relies par (en notations abregees) 



mod TT 



G mod TT 



oil F/Op — > iJ" mod TT fournit Tidcntification du module de Tate dc H avec F"^ et la composee 
F/Op — > G mod TT fournit Telement 1 e Od associe a ridentification du module de Tate de G 
avec D. 

Appliquant maintenant HoniQ^ ( — , D(H)) a 



on en deduit aisement que la filtration de D(]HI) associe a la composee 

Dg' -^yoo^yoo^ p(D(H)) 

est donnee par Im {an)- Mais d'apres le coroUaire 7.6 Im [an) coincide avec wgv (gi 0^(2) [i] qui 
definit la filtration associee au morphismc Dj» — > ID — > P(D(EI)). On a done bien montre que 
le diagramme voulu de morphismes vers P(I]>(H)) est commutatif. 



Reste a voir que le morphisme 



yo 



P(D(EI)) rclcvc a Xoo grace au elements du 



module de Tate de H construits dans la section 5 coincide avec la projection 



.(2) 
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Mais c'cst unc consequence immediate de ce que ces elements du module de Tate coincident modulo 
TT puisque modulo tt les constructions des sections 3.4 et 6.3 sont inverses I'une de I'autre. 

1.3.2. La composee y'^^^ — > — > J^^^-* est I'identite. — La methode de demonstration est 
identique a celle de la section precedente. On demontre grace aux resultats de la section 7.2 
que deux morphismes yj^^ I coincident. Puis commc prcccdcmment on constate que les 
relevements associes vers J^oo coincident. 

Appendice A 
Complements sur les schemas formels 7r-adiques 

On fixe O un anneau de valuation de hauteur 1 et tt un element de O de valuation strictement 
positive. On note k le corps residuel de O. Tous les schemas formels consideres seront supposes 
quasi-scpares. 

A.l. Quelques lemmes d'algebre 7r-adique. — Si R est une (5-algebre on note R le complete 
TT-adique dc R. Si R est unc (5-algcbrc sans 7r-torsion on note R la fermeture integrale de R dans 

Nous utiliserons constammcnt le Icmmc suivant dont la demonstration nc pose pas dc probleme. 

Lemme A.l. — Soit R une O-algehre sans ■n-torsion. Alors, 

- R est sans n-torsion 

- Soit a : — > R[^] . Alors i? = .R ) . 

- si R est integralement ferme dans R[^] alors R est integralement ferme dans R[-^]- 

- si R s'ecrit comme une limite inductive filtrante R = lim Ri ou les {Ri)i sont des O-algebre 

i 

sans -K -torsion telle que Vi Ri soit integralement ferme dans Ri[^\ alors R est integralement 
ferme dans R[-^\ . 

Corollaire A. 2. — Soit R une O-algebre sans n-torsion. Alors, canoniquement, 

Ti = R 

Demonstration. Le morphisme R — > R induit par application de (— ) un morphisme R — *■ R. 
Dans I'autre sens, le morphisme R — > R induit par completion R — > R. Mais d'aprcs le lemme 
precedent R est integralement ferme dans done le morphisme precedent se prolonge en un 

morphisme R — > R. Par completion 7r-adique ce morphisme induit un morphisme R — > R. 
On verifie que les deux morphismes precedents sont inverses I'un de I'autre. □ 

Remarque A. 3. — Dans le lemme et corollaire precedent on ne suppose pas que R est scpare 
pour la topologic 7r-adique. Dc plus mcmc si R est 7r-adiquc en general R n'cst pas forccment 
separe. 

A. 2. Rappels sur les schemas formels 7r-adiques. — 

Definition A. 4- — On appelle schema formel 7r-adique (sous-entendu sur Spf((5)) un schema 
formcl 3 sur Spf((5) tel que nO;^ soit un ideal de definition de 3- La categoric des schemas formels 
TT-adiques est done cquivalentc a la 2-limitc projective de la categoric fibree des schemas sur 
(Spec(0/7r'^0))fe>i. Ccla signifie que se donncr un schema formel 7r-adique est equivalent a se 
donner une famille {Zk)k>i oii est un Spec((5/7r'^(5)-schema munie d'isomorphismes Zk+i (8> 
Oji&O Zk satisfaisant une condition de cocyle evidcnte (un schema formel 7r-adiquc n'est 
rien d'autrc qu'un cas particulier d'ind-schema). 
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Pour 3 un schema formcl 7r-adiquc on note Osi;^] le faisceau associc au prefaisceau il 
^3(^)[^]- Cela signifie que pour il un ouvert quasicompact r(il, 03[:i-]) = r(il, 03)[;^]- 

Exemple A. 5. - Si 3 = Un^Pm alors r(3,03)[^] = iO^m C ©[i]^ = r(3,03[i])- 

Definition A. 6. — On dit que 3 est sans 7r-torsion si le faisceau I'est c'est a dire > 
est un nionomorphismc. 

Lemme A. 7. — La schema formel n-adique 3 est sans n-torsion ssi il possede un recouvrement 
ajfine (Spf{Ri))iizj tel que \/i Ri soit sans 'K-torsion. 

Demonstration. Utiliser le fait que pour R 7r-adiquc sans 7r-torsion et/Gi? i?<-j> est sans 
TT-torsion puisque R[l/ f] Test (lenime A.l). □ 



A. 3. Morphismes aifiines. — 



Definition A. 8. — Un morphisme de schemas formels 7r-adiques X — *■ 2} est dit affine si le 
morphisme de schemas induit entre les fibres speciales X ^ k — > 2} (g) fc Test ou encore de fagon 
equivalente si Vfc le morphisme de schemas induit X (g) O/n'^O — > 2) (Xi O/tt^O Test. 



Ainsi si X est un schema formel 7r-adique la categoric des X-schemas formels 7r-adiques finis 
est equivalente a la categories des faisceaux de O^-algebres A tels que I'application canonique 
A — > lim A/t:^A est un isomorphisme et Vfc A/tt^A est une O ^^Q^^UQ-aXgehie quasi-coherente. 
k 



A. 4. Limite projective dans la categorie des schemas formels 7r-adiques. — 



Proposition A. 9. — Soit {!,>) un ensemble ordonne filtrant decroissant et {{'5i)i^i,{'^ij)i>j) 
un systeme projectif de schemas formels n-adiques tel que les morphismes de transition ipij soient 
affines. Alors lim 3i existe dans la categorie des spf{0)- schemas formels et c'est un schema 

formel ir-adiques egal a 

Urn Um (3z 8)0^0) 
feeN iei 

Demonstration. La demonstration ne pose pas de probleme. On renvoie au chapitre 8 de EGA 
IV pour les limites projectives de schemas a morphismes de transition affines. □ 



Exemple A. 10. — Si 3^ = Spf(i?,) alors lim Spf(i?0 = Spf(i?oo) ou 

i 

Roo = lim Ri 

i 

Par exemple si on considere la limite projective de revetements de Kiimmer D «— 
oil D = Spf((5 < T,T^^ >) et les morphismes de transition sont tons 1 1-^ t^ alors 



^oo = { V a^r" I a„ e O flc, — > Oa — > } 

lal— >-foo Vr}(a) — !■ — CX3 

oil Oa ^ signifie tcndre vers pour la topologie 7r-adique. 
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A. 5. Normalisation dans la fibre generique. — 

Definition A. 11. — Pour un schema formel 7r-adique sans 7r-torsion 3 on dit que est 
integralement ferme dans Osi^] si pour tout ouvert il r(iX, 03) est integralement ferme dans 
r(ll, C'3[i]). Cela est equivalent a dire que Vz £ 3 ^3,2 est integralement ferme dans C3,2[^] 
ou bien encore que pour tout ouvert quasicompact iX r(iX, C3) est integralement ferme dans 

Lemme A. 12. — Soit 3 un schema formel n-adique sans ir-torsion. Alors ©3 est integralement 
ferme dans ©3 1-^] ssi il existe un recouvrement affine {Spf{Ri))i de 3 tel que Vi Ri est integralement 
clos dans Ri[-^] • 

Demonstration. Soit R une O-algebre 7r-adique sans 7r-torsion. II sufRt d'utiliser le fait que R 
integralement ferme dans R[^] implique que pour / G i? il en est de mcme pour R[j] et done 
d'apres le lemme A.l il en est de meme pour i? < j >. □ 

Lemme A. 13. — Soit 3 un schema formel n-adique sans ir-torsion. Soit A la O^-algcbre qui est 
le faisceau associe au prefaisceau qui a il quasicompact associe la fermeture integrale de r(iX, 03) 
rfans r(iX, ©3) [-i-] . Alors, pour tout ouvert affine Spf{R) C3 ^{Spf{R), A) est la fermeture integrale 
de R dans R[^]. De plus \/k > 1 A/n'^A est une O-j^^Q^^kQ-cilgebre quasi- coherente sur le schema 

3 ® d/ir'^d. 

Demonstration. Soit Spf(i?) C 3 un ouvert afRne. Etant donne que A C C'3[;^] et que Spf(i?) 
est quasicompact r(Spf(i?),^) C R[-^]- Soit done s £ r(Spf(i?), ^). II existe un recouvrement 
affine fini Spf(i?) = Ui^iD(fi) ou Vi fi G R tel que Vi S|£)(j.) verifie 



s\D(f,) eR< 1/f, > 



Mais d'apres le lemme A.l pour tout i E I I'image reciproque de i? < j- > dans par 
I'application — > R < j- > [^] est egale a On en deduit grace au recouvrement 

affine Spec(i?) = U^e/L»'(/0 oil cette fois-ci = Spec(i?[-^]) que I'element de R[-] associe a s 

est localement sur Spcc(i?) cnticr sur C'spcc(_R)! done cnticr sur R (cf. par cxemple la demonstration 
de la proposition 6.1.4 de EGA II p. 110). On a done dcmontrc que r(Spf(i?),^) = R. 
Montrons maintcnant que V/c > 1 A/tt'^A est quasi-cohcrente. Soit done spf{R) C 3 un ouvert 
affine et pour un / e i? I'ouvcrt D{f) = Spf(i? < 7 >)• Soit A = R[l/f]. On a 3 = i?[l//]. Done 
par application du coroUaire A. 2 a I'anncau A 



Done Vfc > 1 par tensorisation de I'egalite precedente par O/n^O 



R/n''R[j] ^R<l/f >Ki? < l/f > 
Soit B le prefaisceau ii 1— > ^(it)/7r'''^(it). L'egalitc precedente s'ecrit 

r(Spf(i?),s)[i//] = r(z?(/),B) 

Done le faisceau associe A est quasi-coherent. □ 

Proposition A. 14- — Soit 3 un schema formel n-adique sans -n-torsion. Soit A la O^-algebre 
definie dans le lemme precedent par normalisation de O3 dans 03[i]. Soit 

3"°™ = Ivm Spec^^^/^,^{A/n''A) 

k 
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qui est un "^-schema formel affine. II verifie O^norm est integralement ferme dans 0^r,oTm[^]. De 
plus pour tout schema formel n-adique sans n-torsion X tel que Ox soit integralement ferme dans 
Ox[-^] pour tout morphisme X — > 3 H existe une unique extension 

'2norm 



Definition A. 15. — Le schema formel precedent y°™ est appele le normalise de 3 dans sa 
fibre generique. 

Example A. 16. — Soit 3 mi schema formel localement de type fini sur Spf((5) sans 7r-torsion 
tel que })"^ soit normal. Alors on a vu dans I'appendice A de [9] que y°™ = Spf(^) ou A = 
sp-fO^rig est une Oj-algebre coherente. La proposition precedente generalise done cette situation 
sans condition de finitude. 

A. 6. Commutation de la normalisation dans la fibre generique et du passage a la 
limite projective. — 

Proposition A. 17. — Soit (/, >) un ensemble ordonne filtrant decroissant et ((3i)iG/: {^ij)i>j) 
un systeme projectif de schemas formels n-adiques sans ■n-torsion dont les morphismes de transi- 
tion sont affines. II y a alors un isomorphisme canonique 

ivm 3r°™ ^ I 3. 

i \ ^ 

Demonstration. II y a un morphisme de systcmes projectifs (3"°'^™)i — > (3i)i qui induit un 
morphisme affine 

lim 3r°"" lim 3, 

i i 

D'aprcs le lemmc A.f le schema formel lim 3"°'^'" est "integralement ferme dans sa fibre 

i 

generique" (au sens oii si O est son faisceau structural O est integralement ferme dans ^[i]). 
D'apres la propriete universelle du normalise le morphisme precedent s'etend done en un 
morphisme 

fim 3r°"" ^ I lim 3* 

i \ ^ 

Construisons un inverse a ce morphisme. Pour tout j G / il y a un morphisme compose 

\ norin 

,. 1 T -! projection ^ 

hm 3i > hm 3^ > 3^ 

i j i 

qui s'ctcnd par propriete universelle du normalise en un morphisme 

\ norm 

lim 3. 1 — > 35 



jnorm 



Ces morphismes sont compatibles lorsque j varie et fournissent done par la propriete universelle 
de la limite projective un morphisme 

\. norm 

hm 3^1 ^ lim 3r™ 

i J i 

On verifie facilement que ces deux morphismes sont inverses Tun de I'autre. □ 
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A. 7. Eclatements formels admissibles. — 
A. 7.1. Definition et premieres proprietes. — 

Definition A. 18. — Soit 3 un schema formcl 7r-adiquc sans 7r-torsion ct X C un ideal tcl 
que localement sur 3 37V € N tt^Oj C I et X/tt^Oj est quasi-coherent de type fini. Un tel ideal 
est dit admissible. On appelle eclatement formel admissible de X Ic 3-schcma formel 7r-adique 

3 = hm Proj 0r/7r'=r 

Proposition A. 19. — Avec les notations de la definition precedente 

- si Spf{R) C 3 est un ouvert affine et I = T{Spf{R),I) alors 5\spf{B,) s'identifie au complete 
TT-adique de I'eclatement de I'ideal I de Spec{R) 

- 3 est sans n-torsion 

- si (f : 5 — > 3 alors 0^.ip~^2 est localement libre de rang un 

- 3 satisfait a la propriete universelle suivante : pout tout "^-schema formel TT-adique sans 
TT-torsion 2) 3 td que Org.tp^^T soit localement libre de rang un il existe un unique 
5-morphisme 2) — > 3 

Demonstration. La premiere assertion dccoule de la definition de I'eclatement formel admissi- 
ble. 

La seconde resulte de la premiere car Spec(i?) etant sans 7r-torsion rcclatcment de I'ideal / 
Test aussi (I'image rcciproque d'un ouvert schcmatiquement dense par un eclatement reste 
schematiquement dense) et done d'aprcs le lemme A.l son complete 7r-adique est encore sans 
TT-torsion. 

La troisicme resulte cgalement de la premiere. En effet, sur Tcclatc de / dans le schema Spec(i?) 
I'ideal / est localement libre de rang un. II est done localement monogene sur le complete 7r-adique 
de ce schema. Done X devient localement monogene sur 3- Mais etant donnc que X contient 
localement une puissance de tt et que 3 est sans 7r-torsion X est localement libre de rang un sur Z. 
La derniere assertion resulte aiscment de son homologue pour les schcmas (et de la premiere 
assertion) . □ 

Remarque A. 20. — Soit 3 = Spf(i?) 7r-adique sans 7r-torsion et X un ideal admissible de O3. 
II y a alors un ideal / = (/i, . . . , /„) de R contenant une puissance de tt tel que X soit I'image 

rcciproque de I'ideal quasi-coherent (I/tt^O^) dans O3 pour N >> 0. La description donnee dans 
le lemme 2.2 de [3] de 3 lorsque 3 est topologiquement de type fini sur O est en general fausse. 
On a en fait la description suivante : 

n 

3 = 

1=1 

oil Ui = Spf(Ai) est un ouvert affine tel que si 

Bi = R < Ti, . . . ,Ti, . . . ,Tn > / (Tjfi — fj)l<j<nj^i 

et i?- = Bi/Ji avec = {b e B^ \ 3k ir^b = 0} alors Ai est le scpare de B[, Ai = B'J nk>o t^'^B'-. 

Lemme A. 21. — Soit 3 comme precedemment. Soient Xi,X2 deux ideaux admissibles. Soit 3 
I'eclatement formel deXi. Alors I'eclatement formel admissible deXi.X2 s'identifie d I'eclatement 
formel admissible de I'image rcciproque de X2 a 3- 

Remarque A. 22. - On utilisera souvent la propriete suivante. Soit 3 7r-adique sans 7r-torsion et 
3 C O3 un ideal admissible. Alors 3 est localement libre de rang un ssi il est localement monogene. 
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A. 7. 2. Adherence "schematique" de la fibre generique. — Soit 3 un schema formcl 7r-adique. 
Notons pour tout k>l 

Xk = lim ker {o^It:^0^ 0^/t:^+'0-^ C 0^/t:^0^ 

i>l 

un faisceau d'idcaux quasicohcrent sur 3 ® O/tt^ . Si Spf(i?) C 3 ct / = {.t e i? | 3i > 1 7r*.T = 0} 
alors 

Ik = {I + TT^RI-K^R) ~ 

ou le tilda signific "le faisceau quasicohcrent associc" . Notons alors 

Zk = V{Ik) C 3 ® d/ir'^d 

On a done 
Notons alors 

3'= Inn Zk 

k 

un schema formcl 7r-adique. Si spf{R) est un ouvert affine de 3 et / est I'ideal des elements de 
7r°°-torsion comma precedemment alors I'ouvert correspondant de 3' est Spf(i?//) oii / designe 
I'adherence de I pour la topologie 7r-adique. 

Lemme A. 23. — Le schema formel n-adique 3' sst sans n-torsion. De plus "I'immersion 
fermee" 3' ^ 3 est telle que pour tout schema form,el w-adique sans -torsion SI) tout morphisme 
2) > 3 se factorise via 3' ^ 3- 

Demonstration. EUe ne pose pas de probleme particulier. □ 

Definition A. 24- — Par abus de terminologie on appellera 3' radherence schematique de la 
fibre generique de 3- 

A. 7. 3. Transformee stricte. — Soit ip : 2) — > 3 un morphisme de schemas formels 7r-adiques 
sans TT-torsion. Soit I C O3 un faisceau d'ideaux satisfaisant aux hypotheses de la definition A. 18. 
Notons 3 — > 3 I'eclatement formel admissible associe. 

Definition A. 25. — On appelle transforme strict de 2} relativement a I'eclatement 3 — > 3 
I'adherence schematique de la fibre generique de 2) X3 3- 

Proposition A. 26. — Le transforme strict de 2) s'identifie a I'eclatement formel admissible de 
I'ideal Otg.ip^^I . 

Demonstration. Notons X le transforme strict et 2) I'eclatement formel de Oy.(p~^T. Puisqu'il 
y a une factorisation 2) X3 3 — > 3 — > 3 I'image reciproque a 2) X3 3 de I'ideal X est localement 
monogene. Done, puisque cet ideal contient localement une puissance de tt et puisque X ^ 2) X3 3 
est sans 7r-torsion son image reciproque a X est localement libre de rang un. Done via le morphisme 
compose X — > ?) X3 3 — > 2) I'image reciproque de 0<i).ip~^X est localement libre de rang un. 
D'apres la propriete universelle de 2) il y a done un morphisme 

X — > 2) 

Construisons un morphisme dans I'autre sens. D'apres la propriete universelle de 3 le morphisme 
2) — > 3 s'etend en un morphisme 2) — > 3- H fournit done un morphisme 

?) ^2) X33 

Mais grace a la propriete caracterisant I'adherence schematique de la fibre generique se morphisme 
se factorise en un morphisme 

2} — >X 

On vcrifie alors facilement que Ics deux morphismes precedents sont inverses I'un de I'autrc. □ 
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A. 7.4- Commutation a la limite projective. — Soit (/, >) un ensemble ordonne filtrant decroissant 
et et ((3i)i6/; i'Pij)i>j) systeme projectif de schenias formels 7r-adiques sans 7r-torsion tel que 
les morphismes de transition ifij soient affines. Soit io (z I fixe et X un ideal admissible de O-^-^ . 

Notons pour i > «o 3i I'eclatement formel de I'image reciproque de X. On a done un systeme 
projectif (3i)ie/- D'aprcs la proposition A. 26 les morphismes de transition sont affines. 

Proposition A. 27. — La limite projective lim 3i coincide avec Veclatement formel de I'image 

i>io 

reciproque a lim 3i de X. 

i 

Corollaire A. 28. — Soit pour touti 3"°'"'" le normalise dans sa fibre generique de Veclate ^i. II 
y a alors une identification entre lim 3"°''™ et le normalise dans sa fibre generique de I'eclatement 

i>io 

formel de lim 3i- 

i 

Demonstration. Appliquer la proposition precedente couplee a la proposition A. 17. □ 
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